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УМСӐМАХ.

А. П. Киселевӑн элементарнӑй геометри кӗнеки вӑрӑм вӑхӑт 
хушшк геометри вёренмелли кӗнекесенчен чи нумай сарӑлнӑ 
кӗнеке пулнӑ. Унӑн тёпре тӑракан пахалӑхӗсем ҫаксем пулса 
тӑраҫҫё: ку кӗнекене ҫӑмӑл, уҫӑ чёлхепе вӑтам шкулсенче вёре- 
некенсем ӑнланмалла ҫырнӑ.

Ҫак вёренмелли кӗнекене тӳрлетсе ҫырнӑ, ӑна вӑтам шкул- 
сен хальхи программисемпе килӗштернӗ; кӗнекери ҫитменлӗхсене 
тӳрлетес тесе, унти хӑшпӗр уйрӑм ыйтусене тата сарлакарах 
ҫутатса парас тесе, кёнекери нумай вырӑнсене улӑштарнӑ тата 
нумай тӗлте хушса ҫырнӑ. Принциплӑ ыйтусенче авторӑн 
текстне тёпренех улӑштарнӑ. Ҫак пичетленсе тухакан кӗнекен 
пӗрремёш пайӗнче (планиметрире) ытларах палӑрса тӑракав 
улшӑнусем ҫаксем пулса тӑраҫҫё: линисен татӑкёсене виҫес 
ыйту ҫумне вӗҫӗмсёр вуншарлӑ ваксем хушнӑ; пёрьевӗрлёх 
теорине пӗрьевӗрлё преобразовании пӗрлехи задачипе ҫыхӑн- 
тарнӑ; ҫавракӑш тӑршшӗне виҫес ыйту ҫинчен тата лайӑхрах 
ҫырнӑ; лаптӑксене виҫес теори ҫинчен ҫырнине тӳрлетнӗ тата 
ӑна, ӑнланма лайӑх пултӑр тесе, кӑштах ҫӑмӑллатса ҫырнӑ; уйрӑм 
теоремӑсем геометрии пӗтӗм курсӗнче мӗнле вырӑн йышӑнса 
тӑнине кӑтартса панӑ; хӑшпӗр чылай йывӑр задачӑсене епле 
шутламалли ҫинчен кӑтартса пани ҫумне тата хушса кӑтартса 
панӑ; чертеж тума панӑ задачӑсене шутлама вӗрентекен метод- 
сене автор, приложени пек туса, кӗнеке хыҫне кӗртнё пулнӑ 
(вӗренекен, геометри вёреннё чух, вёсемпе паллашма тата усӑ 
кур^а пултартӑр тесе); халё вӗсене кирлё таран улӑштарса, 
хӑйсене тивӗҫлё вырӑнӗсене вырнаҫтарнӑ; шутлама панӑ задача- 
сен пёр пайне кӑларса пӑрахнӑ: теорипе практика тӗлӗшёнчен 
сахал усӑллӑ задачӑсене кӑларса пӑрахнӑ; „отношенисемпе про- 
порцисем ҫинчен“ ҫырнӑ сыпӑка пётӗмпех кӑларса пйрахнӑ, 
мёншӗн тесен вал хальхи вӑхӑтра ййлтах кивве тухнӑ.

Кунсӑр пуҫне тата кёнекен пӗрремёш пайё ҫумне ҫаксем 
ҫинчен хушса ҫырнӑ: 1) фигурӑсен симметрийӗ ҫинчен (тӗнёл 
тата центр тёлёшӗнчен симметриллё фигурӑсем ҫинчен 37 §-ра 
тата 84 — 86 §-сенче); фигурӑсене пёрьевёрлӗ преобразовани 
тӑвасси ҫинчен, многоугольниксене перспективлӑ вырнаҫтарасси 
ҫинчен тата ҫавракӑшсен пёрьевӗрлӗхё ҫинчен (173— 178 §-сенче); 
3) числоллӑ последовательноҫён пределё ҫинчен тата улшӑнакан 
пысӑкӑш ҫинчен (227—231 §-сенче) хушса ҫырнӑ.

Ҫак вёренмелли кёнекене ҫӗнетсе ҫырнӑ чух, ӑна тата тёрӗс- 
рех ҫырса пама, уйрӑм ыйтусене тата сарлакарах ҫутатса пама,
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ҫавӑн пекех тата геометрилле преобразовани пулса тӑракан 
движени, симметри, пӗрьевёрлӗх ҫинчен калакан геометрии тӗп 
идейисене кӗнекере тата хӑшпӗр текстра мён вырӑн ҫитнӗ таран 
малти план ҫине кӑларса тӑратма тӑрӑшнӑ. Кунтан пуҫне тата, 
вӗренекенсене вулама чӑрмавлӑ ан пултӑр тесе, кёнекери текста 
ҫёнетнӗ чух, пӗр стильпе ҫырма тӑрӑшнӑ.

/ / .  Глаголев.
Верея х., 20/Н 1938 ҫ.



УМЁН КӐЛАНИ.

1. Геометрилле фигурӑсем. Пространствӑн пур енчен те ху- 
пӑрланӑ пайне геометрилле япала теҫҫё.

Геометрилле япалан ҫийӗ пур, вӑл ӑна йӗри-таврари простран- 
ствӑран уйӑрса тӑрать.

Ҫийён пайне хӑйпе юнашар пайран лини уйӑрса тӑрать.
Лини пайне хӑйпе юнашар пайран точка уйӑрса тӑрать.
Геометрилле япала, ҫи, лини тата точка пӗр-пёринчен уйрӑм 

тӑма пултараймаҫҫё. Анчах шухӑшпа эпир геометрилле япаларан 
ҫие, ҫийӗнчи линие, линирен точкӑна уйӑреа пӑхма пултаратпӑр. 
Ун чух вара ҫийӗн хулӑмӑшӗ, линии хулӑмӑшёпе сарлакӑшӗ, 
точкӑн ни тӑршшӗ, ни сарлакашӗ, ни хулӑмӑшӗ пулмалла мар.

Пространствӑра вырнаҫнӑ тёрлӗ точкӑсен, линисен, ҫисен е 
япаласен пӗрлешӗвне, пётӗмӗшпе йлсен, геометрилле фигура 
теҫҫӗ. Геометрилле фигурӑсем нимён улшӑнмасӑрах пространст- 
вӑра пӗр вырӑнтан тепёр вырӑна куҫма пултараҫҫӗ. Простран- 
ствӑри геометрилле икӗ фигурӑран пӗрне куҫарса тепӗрин ҫине 
хурсан, вӗсем иккёшӗ те хӑйсен пур пайӗсемпе те пёр-пёрин 
ҫине вырнаҫсан, вёсене вара пӗртан фигурӑсем теҫҫӗ.

2. Геометри. Геометрилле фигурӑсен свойствисем ҫинчен вё- 
рентекен наукӑна геометри теҫҫӗ; грексен чёлхинчен куҫарсан, 
вӑл ҫӗрвиҫни тени пулать. Кун пек ят ҫак наукӑна акӑ мӗншён 
панӑ: ӗлёк геометрии чи кирлӗ ӗҫӗ ҫӗр ҫийӗнчи япаласен хушши- 
сене тата вёсен площадёсене виҫесси пулнӑ.

Тӳремҫи.

3. 'Гӳремҫи. Тӗрлӗ ҫисенчен пуринчен ытла эпир тӳрӗ ҫие, е 
т ӳ р е м ҫ и е  пӗлсе тӑратпӑр, ун ҫинчен пире, сӑмахран, чӳречен 
лайӑх кӗленче ҫийӗ, е пёвери лӑпкӑ шыв ҫийё т. ы. те пӗлтерсе 
тӑраҫҫӗ.

Тӳремҫин акӑ ҫакӑ свойствисене кӑтартса парӑгшр:
Тӳремҫин кирек хӑш пайке те унӑн мӗнпур точкисемпе 

ҫакӑ е урӑх  тЦремҫин тепӗр вырӑнӗ ҫине куҫарса хума юрать, 
хунӑ чух ӑна малтан тепёр енне ҫавӑрма юрать.

Тӳрӗ лини.

4. Тӳрӗ лини. Чи простой лини—тӳрӗ лини. Тӳрӗ лини ҫин- 
чен пурте лайӑх пӗлсе тӑраҫҫӗ. Ун ҫинчен пире хытӑ карӑнтарнӑ 
ҫип е пӗчӗк шӑтӑкран тухакан ҫутӑ пайӑрки пӗлтерсе тӑрать. 
Ку шухӑшпа тӳрё линин ак ҫак тёп свойстви килӗшсе тӑрать:
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Пространствӑн кирек хӑш икё точки ур л ӑ  тӳрӗ лини  
туртма пулать, анчах пӗр лини кӑна туртма пулать.

Ку свойствӑран ҫакӑ тухса тӑрать:
Икӗ тӳрӗ линие пӗр-пӗрин ҫине хурсан, пӗр тӳрӗ линин  

икӗ точки тепёр тӳрӗ линин икӗ точки ҫине шӑпах вырнаҫ- 
сан, ҫак икӗ турӗ лини вара хӑйсен ытти пур точкисемпе 
те пӗр-пӗрин ҫине шӑпах вырнаҫаҫҫӗ (мӗншён тесен унсӑрӑн 
икӗ точка урлӑ уйрӑм тӑракан икӗ тӳрӗ лини туртса хума пу- 
лёччё, анчах вӑл пулма пултараймасть).

Ҫавӑн пиркиех ёнтё икё тӳрӗ лини пӗр точкӑра кӑна пӗр-пёрин 
урлӑ каҫса кайма пултараҫҫӗ.

Тӳрё лини тӳремҫи ҫинче выртма пултарать. Тӳремҫин акӑ 
ҫак свойстви пур:

Тӳремҫи ҫинче пӗр-пӗр икӗ точка илсен, вёсем ур л ӑ  тӳрӗ 
лини  туртсан, вара тӳрӗ линин пур точкисем те ҫав т$рем- 
ҫире выртаҫҫӗ.

•*

А  а _ ___________ В С  Ь Р

1 черт. 2 черт.

5. Вёҫӗмсӗр тӳрӗ лини; пайӑрка;тӳрӗ лини татӑкӗ. Шухӑшпа 
икӗ енне те вӗҫӗмсёр тӑснӑ тӳрёлиние вӗҫӗмсӗр (е пӳлмен) тӳрӗ 
лини теҫҫё.

Тӳрӗ линие ялан икӗ пысӑк саспаллисемпе паллӑ тӑваҫҫӗ, 
саспаллисене унӑн пӗр-пӗр икё точки тӗлне лартаҫҫё. Ҫапла вара 
„АВ“ е „ВА тӳрё лини“ теҫҫё (1 черт.).

Икё енчен те пӳлнӗ тӳрӗ линин пайне тӳрӗ линин татӑкӗ 
теҫҫё; тӳрӗ линин татӑкне яланах икӗ саспаллипе паллӑ тӑваҫҫӗ, 
саспаллисене унӑн икӗ вӗҫӗ тӗлне лартаҫҫё (тӳрӗ линин СО та- 
тӑкӗ, 2 черт.). Хӑш чух тата тӳрӗ линие е унӑн татӑкне пёр 
саспаллипе те (пёчёк саспаллипе) паллӑ тӑваҫҫё; сӑмахран, 
„а тӳрӗ лини, тӳрё линин Ь татӑкӗ“, теҫҫё т. ыт. те.

Нумай чух эпир „тӳрё линин татӑкӗ“ тесе калас вырӑнне 
кёскен „татӑк“ тейӗпӗр.

А . ________

3 черт. •

Хӑш чух тӳрӗ линие пёр енчен кӑна пӳлнӗ пулать, сӑмахран, 
А  точка патӗнчен (3 черт.). Ун пек тӳрӗ лини ҫинчен: вӑл точ- 
кӑран тухать, теҫҫё; ӑна пайӑрка (е ҫурматӳрлини) теҫҫё.

6. Тӳрӗ лини татӑкӗсен пёртанлӑхёпе танмарлӑхӗ. Пӗр тӳрӗ 
лини татӑкне тепёр тӳрӗ лини татӑкӗ ҫине хурсан, вёсен 
вӗҫӗсем пӗр-пёрин ҫине шӑпах вырнаҫсан, вӗсем пӗртан пулаҫҫӗ.

А__________  В С _ _____________________ £>

4 черт.
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Сӑмахран, АВ  татӑка СО татӑк ҫине (4 черт.) хурар, А точкӑна 
С точка ҫине пёр ҫӗре вырнаҫтарар. АВ  татӑка СО татӑк тӑрӑх 
ярар; вёсен В тата Ь  вёҫӗсем пӗр-пӗрин ҫине шӑпах вырнаҫсан, 
вара АВ  татӑк СО татӑкпа пёртан пулать; пёр-пӗрин ҫине выр- 
наҫмасан, вӑл татӑксем пёртан пулмаҫҫё; вӗсенчен пёри, пёр 
татӑкё тепёр татӑкён пайё пулса тӑраканни, кӗске пулать.

Пёр-пёр тӳрё лини ҫине панӑ татӑк тӑршшӗ тепёр татӑк 
виҫсе хунӑ чух, циркульпе усӑ кураҫҫё; циркуле вӗренекен 
ачасем пӗлеҫҫё.

7. Тӳрӗ лини татӑкӗсен сумми. Панӑ АВ, СО, ЕВ,... татӑксен 
сумми тесе акӑ ҫапла майпа тупнӑ татӑка калаҫҫё (5 черт.).

Мӗнле те пулин тӳрё лини ҫинче пӗр-пёр М  точка илер, 
ҫак точкӑран пуҫласа тӳрё лини тӑрӑх АВ  тӑршшё МЫ татӑк 
виҫсе хурар, унтан ҫак еннеллех Ы точкӑран СО тӑршшӗ ДГР 
татӑк виҫсе хурар, юлашкинчен ЕВ тӑршшӗ РС1 татӑк виҫсе хурар. 
Ун чух вара МС} татӑк АВ, СО, ЕЕ татӑксен (хушнӑ татӑксен) 
сумми пулать. Ҫапла тусан, кирек мӗн чухлё татӑксен суммине 
те тупма пулать.

А В С £> Е Г

М N р <3

5 черт.

Татӑксен сумминче числосен суммин пур свойствисем те пур; 
сӑмахран, хушӑнакан татӑксен йӗркине улӑштарнипе сумма ул- 
шӑнмасть ( ы л м а ш т а р у  з а к о н ӗ); хӑшпёр хушнӑ татӑксем 
вырӑнне вёсен суммине хушсан, сумма улшӑнмасть ( п ё р л е ш -  
т е р ӳ  з а к о н ё ) .  Сӑмахран:

АВ +  С О -\-Е Г = А В  +  Е Р + С О  =  ЕЕ +  СО +  А В = .. .
тата

АВ  +  СО +  ЕЕ =  А В +  {СО +  ЕЕ) =  СО +  (АВ +  ЕЕ) =  . . .

8. Татӑксемпе действисем тӑвасси. Сумма ӑнланӑвёнчен та- 
тӑксен разность ӑнланӑвё, татӑксене отвлеченнӑй число ҫине 
хутлассипе пайлассин ӑнланӑвёсем тухса тӑраҫҫӗ. Сӑмахран, АВ  
тата СО татӑксен разноҫёнчен (АВ татӑк СО татӑкран пысӑк 
нулсан: АВС>СО) виҫҫёмӗш татӑк пулса тӑрать, зӑл татӑкпа 
СО татӑк сумминчен АВ  татӑк пулса тӑрать; АВ  татӑка 3 ҫине 
хутланин произведенийӗ виҫё татӑкӑн сумми пулать, вӗсенчен 
кашни АВ  татӑкпа тан пулать; АВ  татӑка 3 ҫине пайланинчен 
пулнӑ частное АВ  татӑкӑн виҫҫёмӗш пайӗ пулать т. ыт. те.

Панӑ татӑксене пӗр-пёр линиллё единицӑпа (сӑмахран, санти- 
метрпа) виҫнё пулсан тата тӑршшёсене тивӗҫлё числосемпе 
кӑтартса панӑ пулсан, ун чух вара татӑксен суммин тӑршшёне 
числосен суммипе кӑтартса ианӑ пулать; татӑкеен разноҫне чис
лосен разноҫёпе кӑтартса панӑ пулать т. ыт. те.
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Ҫавракӑш ҫинчен ӑнлантарни.
9. Ҫавракӑш. Циркуль урисене мён чухлё те пулин сарса, 

унӑн шӗвёр вёҫлӗ урине тӳремҫин пёр-пӗр О точки ҫине лартар 
(6 черт.), циркуле ҫак точка тавра ҫавӑрнӑ чух, унӑн карандаш 
е перо лартнӑ ури, тӳремҫие сёртёнсе пырса, тӳремҫи ҫине 
вӗҫсёр лини ҫырса хурать; ҫак линии пур точкисем те О точка- 
ран пёр виҫеллӗ хушӑра тӑраҫҫӗ. Ҫак линие ҫавракӑш теҫҫӗ, 
О точкӑна ун центрӗ теҫҫё. Ҫавракӑшӑн мёнле те пулин точки- 
сене центрпа пёрлештерсе тӑракан ОА, ОВ, О С ,... татӑксене 
радиуссем теҫҫё. Пёр ҫавракӑшӑн пур радиусӗсем те пӗр-пёрин- 
пе пӗртан пулаҫҫӗ.

Пӗр радиуспа ҫавӑрса тунӑ ҫавракӑшсем пӗртан, мёншён 
тесен центрӗсене пӗр-пӗрин ҫине вырнаҫтарсан, вёсен пур точ
кисем те пӗр-пёрин ҫине шӑпах вырнаҫаҫҫё.

Ҫавракӑшӑн мӗнле те пулин икё точки урлӑ каҫакан вӗҫӗмсӗр 
тӳрё линие (ЛДУ, 6 черт.) касса каякан лини теҫҫё.

Ҫавракӑшӑн мӗнле те пулин икӗ точкине пӗрлештерекен тӳрӗ 
линин татӑкне (ЕЕ) хорда теҫҫё.

Центр урлӑ каҫакан кирек мӗнле хорда та (АО) диаметр пулать.
Диаметр икё радиус суммипе пёртан, ҫавӑнпа та пёр ҫавра- 

кӑшӑн пур диаметрёсем те пёр-пёринпе пёртан.
Ҫавракӑшӑн пёр-пёр пайне (сӑмахран, ЕтЕ) пӗкӗ теҫҫӗ.

Пёр-пӗр пёккӗн вӗҫёсене пёрлештерсе тӑракан (ЕЕ) хорда 
ҫинчен вӑл ҫак пӗкке карӑнтарса тӑрать, теҫҫё.

Пӗкке хӑш чух ҫак паллӑпа паллӑ тӑваҫҫӗ; сӑмахран, ӑна 
ак ҫапла ҫырса хураҫҫё: '—ЕтЕ.
; Ҫавракӑшпа пӳлнӗ тӳремҫин пайне ҫаврашка1 (круг) теҫҫё.

Ҫаврашкан икё радиус хушшинчи пайне (ҫаврашкан штрих- 
семпе хупланӑ СОВ пайне, 6 черт.) сектор теҫҫӗ, ҫаврашка пёр- 
пёр касакан тӳрӗ линипе касӑлагь пулсан, унӑн ҫав касӑлакан 
пайне (ҫаврашкан ЕтЕ пайне) сегмент теҫҫё.

1 Хӑш чух „ҫаврашка* тенӗ сӑмаха ҫавракЯша пӗлтерсе те калаҫҫӗ. Анчах 
апла калама кирлӗ мар, мӗншӗн тесен пёр терминах гӗрлё ӑнланусене пӗлтерсе 
калани йЯнӑштарма пулгарать.
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10. Пӗкёсен пӗртанлӑхӗпе танмарлӑхӗ. Пӗр ҫавракӑшӑн (е 
пӗртан ҫавракӑшсен) икӗ пёккён вёҫёсем пӗр тикёс пёр-пёрин 
ҫине вырнаҫсан, вёсем пӗртан пулаҫҫӗ. Сӑмахран, АВ  пёкӗне СО 
пӗкё ҫине хурар (7 черт.). А точкӑна С точка ҫине хурса пӗрле 
вырнаҫтарар, АВ  пёкёне СО пёкё тӑрӑх ярар; В тата О  вёҫӗсем 
пёрле пёр-пӗрин ҫине вырнаҫсан, ҫак пӗкӗсен хушшинчи пур 
точкӑсем те пёр-пёрин ҫине вырнаҫаҫҫӗ, мёншӗн тесен вёсем 
центртан пӗр виҫеллӗ хушӑра тӑраҫҫӗ; ҫапла вара '- '  АВ  =  СО 
пулать; В тата Ь  пёр-пёрин ҫине вырнаҫмасан, пёкӗсем пёртан 
пулмаҫҫӗ; вёсенчен пёри, пёр пёкки тепёр пёккён пайё пулса 
тӑраканни, пёчёкки пулать.

11. Пёкёсен сумми. Пёр радиуслӑ панӑ пёкёсен сумми тесе 
ҫав радиуслах тепёр пёкке калаҫҫӗ, ҫав тепёр пёккён пайёсем 
хушма панӑ пёкӗсемпе пёртан пулаҫҫё. Сӑмахран, ҫавракӑшӑн 
пёр-пёр М  точкинчен (7 черт.) пуҫласа унӑн АВ  тӑршшёллё МЫ 
пайне ун ҫине виҫсе хурсан, унтан ҫак еннеллех N  точкӑран 
СО тӑршшӗллё ЫР пайне виҫсе хурсан, вара М Р  пёкё АВ  пё- 
кёпе СО пёккён сумми пулса тӑрать. Ҫакӑн пекех тата виҫӗ, е 
ытларах пёкёсен суммипе тан пёкё те тума пулать.

Пёр радиуслӑ пёкёсене хушнӑ чух вёсен сумми пёр ҫавракӑш 
ҫине вырнаҫаймасан, вырнаҫайман пёкки тепёр пёкё ҫине кёрсе 
ӑна мӗн чухлё те пулин хупласа илме пултарать. Ун пек чух 
вара пёкёсен сумми пӗр-пӗтӗм ҫавракӑшран пысӑкрах пёкё пулса 
тӑрать. Сӑмахран, АтВ  пёкёне СпО пёкёпе хушсан (8 черт.), 
пёр-пётём ҫавракӑш та АО  пёкё пулса тӑрать.

т
8 черт.

Пёкёсен суммин, тӳрӗ лини татӑкёсен суммин пекех, ылмаш- 
тару тата пӗрлештерӳ законёсен свойствисем пур.

Пёкёсен сумми ӑнланӑвёнчен тӳрё лини татӑкёсенни пекех, 
пёкёсен разноҫӗ ӑнланӑвӗ, пёкёне отвлеченнӑй число ҫине хут- 
лассипе пайлассин ӑнланӑвӗсем тухса тӑраҫҫӗ.

12; Геометри пайёсем. Геометри икё пая уйӑрӑлать: плани- 
метри тата стереометри. Планиметри пёр тӳремҫи ҫине пур 
пайёсемпе те вырнаҫакзн фигурӑсен свойствисем ҫинчен вёрен- 
тет, стереометри—пёр тӳремҫи ҫине пур пайёсемпе те вырнаҫма 
пултарайман фигурӑсен свойствисем ҫинчен вёрентет.



П Л А Н И М Е Т Р И .

П Ӗ Р Р Е М Ё Ш  С Ы П Ӑ К .

ТӲРӖ ЛИНИ.
I. КӖТЕССЕМ. 

Малтанхи ӑнланусем.
13. Кӗтес. Пӗр точкӑран тухакан икӗ пайӑркаран пулнӑ фигура 

{ОА тата ОВ, 9 черт.) кӗтес пулать. Кӗтес тӑвакан ҫурматӳрли- 
нисене енсем теҫҫӗ, енсем тухакан точка кӗтес тӑрри пулать. 
Кётес тӑрринчен тухакан енсем малалла вӗҫӗмсӗр тӑсӑлма пул- 
тараҫҫё.

Кётесе ялан виҫё пысӑк саспаллипе паллӑ тӑваҫҫё, варринчи 
саспаллине кӗтес тӑрри тӗлне лартаҫҫӗ, хӗрринчи саспаллисене— 
енсен пӗр-пёр точкисем тӗлне лартаҫҫӗ, сӑмахран, акӑ ҫапла ка- 
лаҫҫё: „АОВ кётес" е „ВОА кӗтес“, теҫҫё (9 черт.). Анчах 
кӗтесе пёр саспаллипе те паллӑ тума юрать, ун чух вара ку кё- 
тес ҫумӗнче урӑх кётессем пулмалла мар; паллине кётес тёлне 
.лартмалла. Хӑш чух эпир кётесе дифрӑпа паллӑ тӑвӑпӑр, циф- 
рине кётес ӑшне тӑрри ҫумне лартӑпӑр.

Кётес енёсем кӗтес выртакан пётём тӳремҫие икё пая уйӑ- 
раҫҫё. Вёсенчен пӗрне кӗтесӗн шалти облаҫӗ теҫҫӗ, тепӗрне 
унӑн тулашӗнчи облаҫӗ теҫҫӗ. Тӳрё лини татӑкё пӗтӗмёшпех 
выртакан облаҫе шалти область теҫҫӗ, вӑл татӑк кӗтес енёсем 
•ҫинче выртакан пёр-пёр икё точка, сӑмахран, АОВ (9 черт.) кётес 
енёсем ҫинчи А тата В точкӑсене, пӗрлештерсе тӑрать. Анчах 
хӑш чухне кётесён шалти облаҫӗ тесе тӳремҫин тепёр пайне 
шутлама тивет. Ун пек чух вара, тӳремҫин хӑш облаҫне кӗтесён 
шалти облаҫё тесе шутламаллине хӑйне уйрӑм кӑтартса параҫҫё.

10-мӗш чертеж ҫинче тӳремҫин хӑш пайне кётесён шалти

О

9 черт. 10 черт.
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облаҫӗ тесе шутламаллине уйӑрса кӑтартса панӑ. Тӳремҫин штрих- 
семпе хупланӑ пайё яланах кётесён шалти облаҫӗ пулать.

Кӗтес тӑрринчен (9 черт.) ун варрине мӗнле те пулин ОЕ), ОЕ,... 
тӳрӗ линисем туртсан, АОЕ), Е)ОЕ, Е О В ,... кӗтессем пулса тӑ- 
раҫҫӗ, вӗсем АОВ  кётесён пайёсем пулаҫҫё.

Ҫырнӑ чух „кётес“ ҫырасвырӑнне нумай чух /_ паллӑ лартаҫҫё.
Сӑмахран, „АОВ кётес“ вырӑнне /_АО В  ҫырма юрать.
14. Кӗтессен пӗртанлӑхӗпе танмарлӑхӗ. Икӗ кётесе пӗр-пӗ- 

рин ҫине хурсан, вёсем пӗр-пёрин ҫине шӑпах вырнаҫсан, ун чух 
вара вӗсем, геометрилле фигурӑсен(1 §) пӗртанлӑхӗн пӗтӗмӗшле 
определенийӗ тӑрӑх, пӗршан хисепленеҫҫӗ. Сӑмахран, АОВ кё
тесе Л А # !  кӗтес ҫине (11 черт.) хурар, О тӑррине 0 1 тӑрри 
ҫине вырнаҫтарар, ОВ ен- 
не 0 1В1 енӗ тӑрӑх ярар, 
икё кӗтессин те шалти 
облаҫёсем ОхВ{ тӳрӗ ли
нин пёр енче пулччӑр.
Ҫапла вара ОА ен 0 1Л 1 
ен ҫине вырнаҫсан, АОВ °  
кӗтес кӗтеспе пӗр- ц  черт.
тан пулать; О А ен А10 1В1
кётесён ӑшёнчен е унӑн тулашёнчен кайсан, кётессем танмар 
пулаҫҫӗ: вёсенчен пёри, пёр кётесё тепёр кётесён пайё пулса 
тӑраканни, пёчёкки пулать.

15. Кётессен сумми. АОВ кётеспе А 10 1В1 кётесён (12 черт.) 
сумми тесе акӑ ҫапла майпа пулнӑ кӗтесе калаҫҫӗ: пёрремӗш 
АОВ кӗтеспе пёртан МЫР кӗтес тӑвар, ун ҫумне иккёмӗш А^Оф^ 
кётеспе пӗртан ^N£1 кӗтес туса ҫыпӑҫтарар, икё кётессин те 
пӗр-пӗрлехи N  тӑрӑ тата пӗр-пёрлехи ЫР ен пулса тӑмалла, 
кётессен шалти облаҫёсем пёрлехи ЫР енӗн икё аяккинелле те 
вырнаҫнӑ пулмалла. Ун чух вара МЫО, кётесе АОВ тата А10 1В1 
кётессен сумми теҫҫё. Ҫак кётесён шалти облаҫё—хушӑнакан 
кётессен шалти облаҫӗсем пӗрлешнипе пулнӑ тӳремҫи облаҫё 
пулать. Вӑл область—хушӑнакан кётессен пёр-пӗрлехи (Л1Р) енӗ 
выртакан область. Ҫакӑн пекех тата виҫё е ытларах кётессен 
суммипе тан кётес те тума пулать.

Кётессен суммин, тӳрё лини татӑкӗсен-суммин пекех, ылмаиг 
тару тата пӗрлештерӳ законёсен свойствисем пур.
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Час-часах панӑ кётесе ҫурмаран уйӑракан ҫурматӳрлини ҫин- 
чен калама тивет; ҫак ҫурматӳрлиние биссектриса (е пӗртан 
уйӑракан лини) тесе ят панӑ (13 черт.).

16. Кӗтес ӑнлавне сарни. 
Кётессен суммине тупнӑ чух 
хӑшпӗр уйрӑм тёслӗхсем тёл 
пулма пултараҫҫё, вёсене уй- 
рӑм пӑхса тухни усӑллӑ пулӗ.

1. Панӑ кётессене, сӑмах- 
ран, виҫӗ кётесе: АОВ, ВОС, 
СОЬ (14 черт.) хушнӑ хыҫҫӑн, 
акӑ ҫакӑ пулма пултарать: 
СО О  кётесён СЮ енё АОВ 

чеРт< кётесён ОА енне тӑснӑ лини
ҫине пырса тивет. Кун пек 

чух вара пёр (О) точкӑран тухакан (ОА, СЮ) икё ҫурматӳр- 
линирен пулнӑ фигура пулса тӑрать, ҫак ҫурматӳрлинисенчен 
(ОА, СЮ) пӗри теприне тӑснинчен пулнӑ. Ҫакӑн пек фигурана та 
пур пӗрех (сарса янӑ, е тӳрӗлетнӗ) кётес теҫҫӗ.

2. Панӑ кётессене, сӑмахран, пилёк 
кётесе: АОВ, ВОС, СОИ, ООЕ тата 
ЕОА (15 черт.) хушнӑ хыҫҫӑн, ЕОА 
кётесён О А енё АОВ кётесён ОА енё с 
ҫине вырнаҫма пултарать.

В
с  /

С--------- ^ ---------- А
О

14 черт. 15 черт.

Пёр-пёрин ҫине вырнаҫнӑ ҫурматӳрлинисенчен пулнӑ фигурӑ- 
на та кӗтес (тулли кӗтес) теҫҫӗ (ҫак фигурӑна пӗрлехи О тӑрӑ 
тавра выртакан тӳремҫирен уйӑрмасӑр пӑхса тухаҫҫё).

3. Юлашкинчен тата ҫакӑ пулма пултарать: кётессен суммине 
тунӑ чух, вёсен пёр-пёрлехи тӑрри тавра выртакан тӳремҫи ҫине 
кӗтессем тулса, тӳремҫие кӗмен кӗтессене ирӗксёрех ҫак пӗр-пӗр- 
лехи тӑрӑ тавра выртакан тӳремҫи ҫинех иккёмёш, виҫҫӗмӗш хут 
е ытларах хут кётес ҫине кётес хумалла пулать. Кётессен ҫакӑн 
пек сумми пёр тулли кётес тата ун ҫумне хушнӑ пёр-пёр кётес 
пулать, е икё тулли кётес тата ун ҫумне хушнӑ пёр-пёр кётес пу
лать т. ыт. те.

Кётессене виҫесси.
17. Центрти кётес. Ҫавракӑшӑн икё радиусёнчен пулнӑ (АОВ, 

16 черт.) кётесе центрти кётес теҫҫӗ; ҫак кётес ҫинчен тата унӑн икё 
енё хушшинчи пӗкӗсем ҫинчен: вӗсем нёр-пёринпе килёшӳллӗ,теҫҫӗ.
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Центрти кётессен хӑйсемпе килӗшсе тӑракан пёкёсем тёлё- 
шӗнчен акӑ ҫакӑн пек икё свойство пур.

Пёр ҫаврашкара е пӗртан. ҫаврашкасенче:
1) Центрти кӗтессем пёртан пулсан, вёсен килӗш уллӗ  

пӗккисем те пёртан пулаҫҫӗ.
2) Тӳртён: пӗкӗсем пёртан пулсан, вёсен центрти килӗ- 

ш ӳллӗ кӗтесӗсем те пёртан пулаҫҫӗ.
АОВ — /_ СОИ (17 черт.) пултӑр; АВ  тата СО пёкӗсем те 

пёртан пулнине кӑтартса парар. АОВ сектора О центр тавра стрел- 
кӑпакӑтартнӑ еннелле О А радиуса ОС радиус ҫине вырнаҫич- 
чен ҫавӑрар. Панӑ кётессем пёр пек пирки, ОВ радиус СЮ радиус 
ҫине вырнаҫать; ҫапла вара АВ  пёкёпе СО пёкё те пёр-пёрин ҫине 
вырнаҫаҫҫё, урӑхла каласан, вёсем пёр-пёринпе тан пулаҫҫӗ.

Пёр пек пёкёсене пёр-пёрин ҫине хурса, иккӗмӗш свойствӑна 
та ҫакӑн пекех ҫӑмӑл кӑтартса пама пулать.

18. Пёкё градусёпе кётес градусё. Пёр-пёр ҫавракӑша 360 
пёртан пая уйӑрнӑ пултӑр, уйӑрнӑ тӗлсене точкӑсем лартнӑ пул- 
тӑр, унтан ҫав точкӑсем патне радиуссем туртса, вӗсене центрпа 
пёрлештернё пултӑр. Вара центр йӗри-тавра центрти 360 кётес 
пулса тӑрать, вёсем пурте килёшӳллӗ пёр пек пёкёсене хирӗҫ 
выртаҫҫӗ, ҫавӑнпа та вёсем пурте пёр-пёринпе тан пулаҫҫё. Ҫакӑн 
пек майпа ҫавракӑш ҫинче тунӑ кашни пёкке пёкё градусӗ теҫҫӗ, 
центрта пулса тӑнӑ кашни кётесе кӗтес градусӗ теҫҫӗ. Ҫапла 
ӗнтё пёкё градусе ҫавракӑшӑн 1/ 360-мӗш пайё пулать, теме юрать, 
кётес градусё пёкё градусёпе килёшӳллӗ центрти кётес пулать, 
теме юрать.

Градус (пёкёпе кётес градусё) 60 пёртан пая уйӑрӑлать, кашни 
пайне минута теҫҫӗ; минута тата 60 пёртан пая уйӑрӑлать, 
кашни пайне секунда1 теҫҫё.

19. Центрти кётессемпе пёкёсен хушшинчи килӗшӳлӗх. АОВ  
пёр-пёр кётес пултӑр (18 черт.) АОВ кётесён О тӑррине центр 
туса, унӑн енёсем хушшине пёр-пёр радиуспа СО пёкё туртар; 
ун чух вара АОВ центрти кётес пулать, СО унӑн килёшӳллӗ 
пёкки пулать.

1 Кётессемпе пёкёсене виҫнӗ чух ҫёрл ӗ системӑпа та ҫаплах усӑ кураҫҫӗ: 
ку система тӑрӑх чӗрӗк ҫавракӑшӑн !/юо пайне пӗкӗ градусё теҫҫӗ; градусйн
1/100 пайӗ минута, минутӑн ]/100 пайё секунда пулать.

А

В

16 черт. 17 черт. 18 черт.
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Сӑмахрав, ҫак пӗкёре пёкё градусё 7 пултӑр (чертеж ҫинче 
градуссене пысӑклатса ӳкернӗ); уйӑракан точкӑсене центрпа пӗр- 
лештерер, ун чух варй4 АОВ  кётесре кётес градусё 7 пулса 
тӑрать. Пётёмлетсе ҫапла калама юрать: кӗтесе ҫав кётеспе 
килӗш ӳллӗ пӗкӗпе виҫеҫҫӗ; кӑна акӑ ҫапла ӑнланмалла: кӗтесре 
кётес градусё, минучё тата секунчӗ миҫе пулать, килӗшӳллӗ 
пӗкӗре те ҫавӑн чухлӗ пёкё градусё, минучё тата секунчӗ пулать. 
Сӑмахран, СО пёкёре пёкё градусё 20, минучӗ 10, секунчё 15 
пулсан, АОВ  кётесре те кётес градусё 20, минучё 10, секунчё 
15 пулать; ӑна кёскен ҫакӑн пек ҫырса хураҫҫӗ:

АОВ = 20° 10' 15"; °, '  тата " паллӑсем градуса, минутӑна 
тата секундӑна пёлтереҫҫё.

Кётес градусён пысӑкӑшё ҫавракӑш радиусӗнчен килмест. 
Чӑнах та, 360 кётес градусёсене 15 §-ра кӑтартса панӑ пек хуш- 
сан, ҫавракӑш дентрёнче тулли кётес пулса тӑрать. Ҫавракӑш 
радиусе кирек епле пулсан та, тулли кётес улӑшӑнмасть, ялан 
пёр пек пулать. Ҫапла ёнтё ҫакна калама тивет: кётес градусё 
тулли кётесён 7зво пайё пулса тӑрать. Ку—кётес виҫи, ҫак виҫе 
кётес пысӑкӑшне ҫавракӑш радиусёсӗрех лайӑх кӑтартса парать. 
Панӑ кётесён кётес градусне кӑтартакан число кётесён пёр енё

радиуса СВ ен тӑрӑх ямалла. Ун чух вара ОСВ кётес енёсен 
хушшинчи пёкё градусёсене кӑтартакан число ҫав кётес пысӑ- 
кӑшне кӑтартать. Ҫавӑн пекех тата транспортир пулӑшнипе 
градуссен панӑ числи тӑрӑх кётес чертежне тума пулать.

тепёр енё ҫумне мён 
чухлӗ тайӑлнин виҫи 
пулса тӑрать.

20. Транспортир.
Кётессене виҫмелли 
уйрӑм хатёр пур, ӑна 
транспортир теҫҫё. 
Ҫак хатёр (19 черт.)— 
ҫурмаҫаврашка, унӑн 
пӗккине 180° уйӑрнӑ.

® сен, ун ҫине тран
спортир хураҫҫё; ҫур- 
маҫаврашкан центр- 
не кётес тӑрри ҫине 
вырнаҫтармалла, СВ

БС Е  кӗтесе виҫесте-Е-  ........................   —

19 черт.

Т^рё кӗтес Ш ӗвӗр кётее 
20 черт.

П уклак кётес
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21. Тӳрӗ, шӗвӗр тата пуклак кётессем. 90°-лӑ кӗтесе (апла 
пулсан, сарса хунӑ кётесён ҫуррине е ^тулли кётесён чёрёкне) 
тӳрӗ кётес теҫҫё; тӳрё кётесрен пӗчӗкрех кӗтесе шӗвӗр кӗтес 
теҫҫё, тӳрринчен пысӑккине, сарса хунинчен пёчёкреххине, пук-

22. Юнашар кётессем тата вёсен свойствисем. Икё кётес
(АОВ тата ВОС, 21 черт.) тӑвакан енсенчен пёри пёрлехи ен, 
тата икё енё пёри тепёрне тӑснипе пулнӑ пулсан, ҫакӑн пек 
енсем тунӑ кётессене юнашар кётессем теҫҫё.

Ҫак кётессен сумми сарса хунӑ кётес пулать, ҫавӑнпа ике  
юнашар кётесён сумми 180° пулат ь  (урӑхла каласан, вӑл 
суммӑра икё тӳрӗ кётес пулать).

Панӑ кашни кётес ҫумне юнашар икё кётес тума пулать. Самах- 
ран, АОВ кётесён (22 черт.) АО енне юнашар тӑссан, юнашар пёр 
(ВОС) кётес пулса тӑрать; ВО енне тӑссан, юнашар тепёр (АОО) 
кётес пулса тӑрать. Икё кётес, ВОС тата АО Б  пёр кётеспех 
юнашар тӑрсан, вёсем, пёр-пёринпе пёртан пулаҫҫӗ, мёншён 
тесен вёсенчен кашни АОВ кётесе 180° ҫитме тултарса тӑрать.

АОВ кётес тӳрӗ кётес пулсан (23 черт.), урӑхла каласан, 
вӑл кётесре 90° пулсан, унпа юнашар тӑракан СОВ тата АОО  
кётессем те тӳрӗ кётессем пулмалла, мёншён тесен вёсенче 
кашнинче 180° — 90°, урӑхла к а л а с а н ,  90° ;  тӑваттӑмёш СОО кётес 
те тӳрё кётес пулма тивёҫ, мӗншӗн тесен ВОС
АОО  кётессен сумми 270° пулать, ҫавӑнпа вара тӑваттӑмёш СОО 
кётес валли те 360°-ран 90° юлать. Ҫапла ёнтё: ике туре лини.

лак кётес теҫҫӗ (20 черт.).
Тӳрӗ кётессен  градус кӑтар- 

такан числи пурин те пёрре, ҫа- 
вӑнпа вёсем, паллах, пурт е пёр- 
пёринпе пёртан.

Тӳрӗ кётесён пысӑкӑшне хӑш 
чух ӑ саспаллипе паллӑ тӑваҫҫӗ

21 черт.

С (ӑ саспалли вӑл—француз чёл- 
хин ӑгой  сӑмахён пуҫламӑшёнче 
тӑракан саспалли, ӑгой  тени „тӳ- 
рӗ“ тени пулать).

Юнашар тата вергикальлё кётессем.

в

9
23 черт.

А

22 черт.
1 >



(АС тата ВО, 23 черт.) пёр-пёрне касса каҫнӑ чух пулакан  
тӑватӑ кётесрен пёр кётесе и тӳрё кётес пулсан, ытти виҫӗ 
кётесси те турё кётессем пулма тивӗҫ.

23. Перпендикуляр тата тайлӑк лини. Юнашар икё кётес пёр- 
пёринпе пёртан пулмасан (24 черт.), вёсен пёрлехи (ОВ) енё 
ытти икё енё выртакан (АС) тӳрё лини тӗлӗшӗнчен тайлӑк лини 
пулать; икё юнашар кётес пёр-пёринпе пёртан пулсан, ун чух 
вара вёсенчен кашни кӗтесӗ тӳрё кётес пулать, вёсен пёрлехи 
енё ытти икё енё выртакан тӳрӗ лини тёлёшёнчен перпендику
ляр пулать. Пёрлехи О тӑрра малтанхинче тайлӑк линин тёпё 
теҫҫё, иккёмёшёнче ӑна перпендикулярӑн тӗпӗ теҫҫё.

В
3 V

Пёр-пёрне касса каҫнӑ чух тӳрӗ кётес тӑвакан икё тӳрӗ ли
ние (АС тата ВО, 23 черт.) пёр-пёринпе перпендикулярлӑ ли- 
нисем теҫҫё. АС тӳрё лини ВО  тӳрӗ линипе перпендикулярлӑ 
тӑнине акӑ ҫапла ҫырса хураҫҫӗ: АС  _[_ЯО.

А с ӑ р х а т т а р н и :  1) АС тӳрё лини (25 черт.) ҫинче вырта
кан О точкӑран ҫак тӳрӗ лини патне перпендикуляр туртмалла 
пулсан, АС тӳрӗ лини патне перпендикуляр „тӑратмалла“, теҫҫӗ; 
тӳрӗ лини тулашёнче выртакан В точкӑран ҫак лини патне 
перпендикуляр туртмалла пулсан, тӳрӗ лини ҫине перпендикуляр 
(аялалла-и, е ҫӳлелле-и, е аяккинелле-и, пур-пёрех) „антармалла“, 
теҫҫё.

2) Паллах, панӑ тӳрё лини ҫинче выртакан кирек хӑш точкӑ- 
ран та ҫак тӳрӗ лини патне перпендикуляр тӑратма пулать, 
анчах пёр перпендикуляр кӑна туртма пулать.

24. Акӑ ҫакӑ тӗрёссине кӑтартса парар: т ӳрӗ ли н и  т ула 
ш ёнче вы рт акан кирек  хӑш  т очкӑран т а ҫак т ӳрё ла н и  
ҫине перпенд икуляр  ант арм а пулат ь, а н ч а х  пёр перпен
д и к уляр  кӑ н а  ант арм а пулат ь.

Пёр-пёр АВ  тӳрё лини (26 черт.) тата ун тулашёнче пёр-пёр 
М  точка панӑ пултӑр; ҫакна кӑтартса памалла: 1) ҫак М  точкӑ- 
ран АВ  тӳрӗ лини ҫине перпендикуляр антарма пулать, 2) ҫав 
М  точкӑран пёр перпендикуляр анчах антарма пулать.

Чертежа АВ  тӳрӗ лини тӑрӑх хутлар, унӑн ҫӳлти пайё аялти 
пайӗ ҫине ӳктёр, ӑна хуплатӑр. Ун чух вара М  точка пёр-пёр 
N  вырӑна йышӑнать. Ҫак вырӑна паллӑ тӑвар та, хутланине ярса, 
чертежа ӗлёкхи пек тӑвар, унтан М  точкӑна IV точкӑпа тӳрё 
лини туртса пёрлештерер. Халь ӗнгё ҫакна ӑнланса илер: М1\1 
тӳрё лини АВ  тӳрӗ линипе перпендикулярлӑ, М  гочкӑран туха-
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кан ытти кирек хӑш тӳрӗ лини те АВ тӳрӗ линипе перпендику- 
лярлӑ пулмасть. Ҫакна кӑтартса пама чертежа тепёр хут хутлар. 
Ун чух вара М  точка каллех А/ точк&па пёр ҫёре вырнаҫаҫҫӗ; 
С точкӑпа О  точка хӑйсен вырӑнёсенчех пулаҫҫё; ҫапла ӗнтӗ, 
МС тӳрё лини 7/С тӳрӗ лини ҫине, МО  тӳрё лини N 0  тӳрӗ

лини ҫине вырнаҫаҫҫё. Ҫавӑнпа та /_ МСВ =  /_ ВСМ тата 
МБС — /_ СБМ  пулаҫҫӗ. МСВ кётеспе ВСЫ кётес — юнашар 

кётессем тата вёсем пӗр-пӗринпе пёртан кётессем; ҫавӑнпа 
вёсенчен кашни — т ӳ р ё  к ё т е с  пулать; апла пулсан, уИА/_\_АВ. 
МОИ  лини тӳрӗ лини мар пулсан (мёншён тесен М  точкӑпа А/ 
точкӑна пёрлештерекен тёрлёрен икё тӳрӗ лини пулма пулта- 
раймасть), икё пёртан М БС  тата С БИ  кётессен сумми 2ӑ 
п у л м а  п у л т а р а й м а с т ь ;  ҫавӑнпа та МОС  кётес — тӳрё кё
тес мар; апла пулсан, М Б  тӳрё лини АВ  тӳрё линие перпенди- 
кулярлӑ мар. Ҫапла ёнтё, М  точкӑран АВ  тӳрё лини ҫине тепёр 
перпендикуляр антарма юрамасть.

25. Чертеж тумалли треугольник. Панӑ тӳрё лини патне 
перпендикуляр туртма чертеж тумалли треугольник пит аван, 
ҫав треугольникён пёр кётесси тӳрё кётес пулать. АВ  тӳрёлини 
(27 черт.) патне, ун ҫинче выртакан С точка тӗлне, е тӳрӗ лини 
тулашёнче выртакан Б  точка урлӑ перпендикуляр туртас тесен, 
АВ  тӳрё лини ҫумне, ун тӑрӑх линейка хураҫҫё, линейка ҫумне 
треугольник хураҫҫё; унтан вара, пёр алӑпа линейкӑна тытса, 
тепёр алӑпа треугольнике линейка тӑрӑх шутарса пыраҫҫӗ; тӳрё 
кётесён тепёр енё С е Б  точкӑсем тёлне ҫитсен, вёсем урлӑ вара 
СЕ тӳрё лини туртаҫҫё.

26. Вертикальлӗ кётессем тата вёсен свойстви. Пёр кётес 
енёсем тепёр кётес енӗсене тӑснипе пулнӑ пулсан, ҫавӑн пек 
енсем тунӑ икё кётесе вертикальлё (хире-хирёҫ) кётессем теҫҫё. 
Сӑмахран, икё тӳрӗ лини (АВ  тата СО, 28 черт.) пёр-пёрне касса 
иртнё чух, икё мӑшӑр вертикальлё кётес пулса тӑрать: АО Б  
тата СОВ, АОС тата БОВ  (тата тӑватӑ мӑшӑр юнашар кётес).

В ерт икальлё  икё  кётес пёр-пёринпе пёрт ан  (сӑмахран, 
/  АО Б =  /_ ВОС), мёншён тесен вёсенчен кашни кётесё пёр 
кётеспех ( /_ БО В  е /  АОС) юнашар кётес пулса тӑрать,

с   / и А Ш С К М  1;2. А. Киселев. Геометри, I п.



о

ун пек кётессем, малта каланӑ тӑрӑх (22' §), пёр-пёринпе пёртан 
пулаҫҫё.

27. Пёрлехи тӑ- 
рӑллӑ кётессем 
ҫинчен асӑрхат- 
тарни. Пёрлехи 
тӑрӑллӑ кётессем 
ҫинчен акӑ ҫакӑн 
пек ансат тёрӗс- 
лӗхсене астуса тӑ- 
ни усӑллӑ:

1) Пёрлехи тӑ-
29 черт. 30 черт. рӑллӑ  темиҫе кё

тесён (АОВ, ВОС,
СОИ, ИОЕ, 29 черт.) сумми сарса янӑ кётес пулать пулсан, 
вал сумма 2ӑ пулать, урӑхла  каласан, 180° пулать.

2) Пёрлехи т ӑрӑллӑ темиҫе кётесён (АОВ, ВОС, СОИ, 
ИОЕ, ЕОА, 30 черт.) сумми т улли  кётес пулать пулсан, вал 
сумма Аӑ пулать, урӑхла  каласан, 360° пулать.

3) Икё кётесён (АОВ тата ВОС, 24 черт.) пёрлехи тӑрри (О) 
тата пёрлехи енё (ОВ) пулсан тата вёсен сумми 2ӑ (урӑхла 
каласан, 180°) пулсан, ҫак кётессен тата икё енё пёри тепёрне 
тӑснипе пулнӑ  (урӑхла каласан, ҫакӑн пек кётессем юнашар 
кётессем пулаҫҫӗ.)

УП РАЖ Н ЕН ИСЕМ .
1. Кӗтесӗн пысӑкЗшӗ 38о20'; ҫак кётеспе юнашар кётесён пысӑкӑшне туп- 

малла.
2 Икё кётесён АВС  тата С В Б  пёрлехи В  тара тата пёрлехи ВС  ен пур. 

Ҫак кётессене пёр-пёрин ҫумне хунЗ, вёсем пӗр-пӗрне хупламаҫҫӗ; А В С  кё
тес =  100°20/ , С В Э  кётес =  79°40'. А В  тата В Б  енсем иккӗшӗ пӗрле тӳрӗ лини 
пулаҫҫӗ-и е ҫук-и (пёр енё тепёр енне тӑснипе пулнӑ-и)?

3. Пёр-пёр кётесён чертежне тЗвЗр та, транспортирпа тата линейкӑпа усӑ  
курса, вал кётесён биссектрисине туртӑр.

Ҫ а к с е м  т ӗ р ӗ с с и н е  к З т а р т ӑ р :
4. Юнашар икё кётесён биссектрисисем пёр-пёрне перпендикулярлӑ.
5. Вертикальлё икё кётесён биссектрисисенчен пёри теприне тЯснипе пулнӑ.
6. АВ  тӳрё лини (28 черт.) ҫинчи О точка ҫумне А В  тӳрӗ линин икё енне 

икё пёртан А О О  тата В О С  кётессем тусан, вёсен 0£> тата ОС  енёсем пёр тӳрӗ 
лини пулса тӑраҫҫё.

7. О точкӑран (28 черт.) ОА, О Д  ОВ, ОС  ҫурматӳрлинигем туртсан, вёсене 
туртнипе ҫакЗн пек кётессем пулса тӑрсан: ^  А О С  =  ^  Б О В  тата АОЕ) =  
=  ^  СОВ, вара ОВ  ен ОА ене тӑснипе пулнЗ, ОО  ен ОС  ене тӑснипе пулнӑ.

К ӑ т а р т с а  п а н и .  27 §-ри 2 тата 3 пунктсемпе усӑ курмалла.

И. МАТЕМАТИКӐЛЛА ПРЕДЛОЖЕНИСЕМ.
28. Теоремӑсем, аксиомӑсем, определенисем. Малта калани- 

сенчен ҫаксем тухса тӑраҫҫӗ: геометрии хӑшпӗр тӗрёслӗхбсем 
пӑхнипех лайӑх палӑрса тӑраҫҫё (сӑмахран, 3-мӗш тата 4-мёш §-ри 
тӳремҫи тата тӳрё лини свойствисем), ытти тёрӗслёхёсем каласа 
ӑнлантарни урлӑ (ӑс ертсе пынипе, калаҫса) тупӑнаҫҫё (сӑмахран,. 
22 §-ри юнашар кётессен свойствисемпе 26 §-ри вертикальлё кё- 
тессен свойствисем). Геометрире ҫакӑн пек каласа ӑнлантарнисем.
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геометрилле фигурӑсен свойствисене палӑртмалли тёп мел пулса 
тӑраҫҫӗ. Ҫавӑнпа ёнтӗ геометрире усӑ куракан каласа ӑнлантар- 
нисемпе малтанах иаллашни усӑллӑ пулать, мёншён тесен вёсем 
малалла ҫырнине ӑнланса илме кирлӗ пулаҫҫё. Геометрии пур 
тёрёслёхёсене те предложенисем пек туса панӑ. ,

Вӑл предложенисем ҫакӑн йышшисем пулаҫҫӗ.
Определенисем. Пёр-пёр ятсӑмахӑн е сӑмах ҫаврӑнӑшӗн тёп 

шухӑшне ӑнлантарса паракан предложенисене определенисем 
геҫҫё. Сӑмахран, центрти кётесён, тӳрӗ кётесён, перпендикуля- 
рӑн т. ыт. определенийёсене эпир малтан темиҫе те ёнтё тёл 
пултӑмӑр.

Аксиомӑсем. Доказательствӑсӑрӑх йышӑннӑ тӗрӗслӗхсене ак- 
сиомӑсем теҫҫӗ. Сӑмахран, малта (4 §) эпир аксиома пулса тара
кан акӑ ҫакӑн пек предложенисем тӗл пултӑмӑр: пространствӑн 
кирек хӑш икё точки урлӑ тӳрӗ лини туртма пулать, анчах пёр 
лини кӑна Туртма пулать; тӳрӗ линин икё точки панӑ тӳремҫире 
выртаҫҫӗ пулсан, унӑн ытти точкисем те ҫав тӳремҫирех выр- 
таҫҫӗ.

Тёрлӗ йышши пысӑкӑшсемпе ҫыхӑнса тӑракан аксиомӑсенчен 
тата акӑ ҫаксене кӑтартса парар:

икё пысӑкӑшран кашни пёр виҫҫёмёш пысӑкӑшпа пёртан пул
сан, ҫав пысӑкӑшсем пёр-пёринпе те пёртан пуласҫё;

пёртан пысӑкӑшсем ҫумне пёр пекшер хушсан е пӗртан пы- 
сӑкӑшсенчен пёр пекшер кӑларсан, пӗртанлӑх пётмест;

танмар пысӑкӑшсем ҫумне пёр пекшер хушсан е танмар пы- 
сакӑшсенчен пёр пекшер кӑларсан, танмарлӑх улӑшӑнмасть, урӑх- 
ла каласан, ытларах пысӑкӑш ытларах хисепех юлать.

Теорема. Тӗрёслӗхё пёр-пёр каласа анлантарни (доказатель
ство) хыҫҫӑн анчах пэлӑракан предложенисене теоремӑсем теҫҫӗ. 

Ак ҫакӑ предложенисем тӗслёх пулма пултараҫҫӗ: 
пёр ҫаврашкара е пёртан ҫаврашкасенче центрти кётессем 

пёртан пулсан, вӗсемпе килёшӳллӗ пӗкӗсем те пӗртан пулаҫҫё;
икё тӳрё лини пӗрне-пёри касса иртнё чух пулнӑ тӑватӑ кӗ- 

гесрен пӗри тӳрё кётес пулсан, ытти виҫё кётесӗ те тӳрё кётес
сем пулаҫҫё т. ыт. те.

Следствисем. Аксиомӑран е теоремӑран тӳрех тухакан вы
вод пулса тӑракан предложенисене следствисем теҫҫё. Сӑмахран, 
„икё точка урлӑ пёр тӳрӗ лини анчах туртма пулать"; ку аксио- 
мӑран ак ҫак следстви тухса тӑрать: „икё тӳрӗ линисем пёр 
точкӑра анчах пёр-пёрин урлӑ каҫма пултараҫҫӗ".

29. Теорема составе. Кирек мӗнле теоремӑра та икё пай пур: 
услови тата заключени. Услови мён панине кӑтартать, заключени 
мён тӗрёссине палӑртмаллине кӑтартать. Сӑмахран, „Центрти 
кётессем пёртан пулсан, вёсен килёшӳллӗ пёккисем те пёртан 
пулаҫҫё" теоремӑн пёрремӗш пайё — „центрти кётессем пёр
тан пулсан" тени—услови пулать, унӑн иккёмёш пайё—„вёсен 
килёшӳллё'пӗккисем те пёртан пулаҫҫӗ" тени—заключени пулать; 
урӑхла каласан, „центрти кётессем пёртан" тени пире паллӑ, ӑна 
пире панӑ; ҫак услови пур чух, „килӗшӳллӗ пёкёсем те ҫаплах 
пёртан" тени тӗрӗссине кӑтартса памалла.
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Хӑш чух теоремӑн условийёпе заключенийӗкче темиҫе уйрӑм 
услови тата темиҫе уйрӑм заключени пулма пултарать; сӑмахран: 
„число 2 ҫине тата 3 ҫине пайланать пулсан, вӑл вара 6 ҫине 
те пайланать" текен теоремӑн условийё икё пайлӑ: пёр пайӗ — 
„число 2 ҫине пайланать пулсан”, тепёр пайё—-„число 3 ҫине 
пайланать пулсан”.

Тата ҫакна асӑрхаттарни усӑллӑ: кирек хӑш теоремӑна та кӗс- 
кетмесӗр, тулли, калама пулать; ун чух вара услови „пулсан” 
сймахпа е „сан”, „сен” сыпӑклӑ сймахпа пётет; сӑмахран, „верти
кальлё кётессем пёртан” теекен теоремӑна тулли ҫапла калама 
пулать: „икё кётес вертикальлё кётессем пулсан , вёсем вара 
пёртан пулаҫҫӗ”.

30. Тӳртӗн теорема. Тӳртӗн теоремӑра панӑ тӳрӗ теоремӑн 
условийё вырӑнне унӑн заключенине (е заключении пёр пайне) 
лартнӑ, заключенийё вырӑнне панӑ тӳрӗ теоремӑн условине (е 
условии пёр пайне) лартнй. Сӑмахран, акй ҫакӑ теоремӑсем пёрне- 
пӗри тӳртӗн тӑраҫҫӗ:

Центрти кётессем пёр
тан пулсан, вёсен килӗш ӳл- 
л ӗ  пёккисем те пёртан пу- 
лаҫҫӗ.

Пёкёсем пёртан пулсан, 
вёсен центрти килёш $ллё  
кётесёсем те пёртан пу- 
лаҫҫё.

Ҫак теоремӑсенчен пёрне тӳрӗ теорема тесен, тепёрне тӳртён 
теорема темелле пулать.

Ҫак примерти икё теореми те, тӳрри те, тӳртӗнни те, тёрёс 
пулса тӑраҫҫё. Анчах вйл ялан аила пулмасть. Сймахран, „икё 
кётес вертикальлё кётессем пулсан, вёсем вара пёртан пулаҫҫё” 
текен теорема—тёрёс теорема, анчах „икё кётес пёртан пулсан, 
вёсем вара вертикальлё кётессем пулаҫҫӗ” текен тӳртён пред- 
ложени—тёрёс теорема мар.

Чӑнах та пёр-пёр кётесре биссектриса туртнӑ пултӑр (13 черт.). 
Панӑ кётесе биссектриса икё пёчёкрех кётесе уйӑрать. Ҫак 
кётессем пёр-пёринпе пёртан, анчах вёсем пур-пёрех верти
кальлё кётессем пулма пултараймаҫҫӗ.

31. Хирӗҫле теорема. Пёр теоремӑн условийёпе заключенийё 
тепёр теоремйн условийёпе заключенине й ы ш ӑ н м а ҫ ҫ ӗ  пул
сан, ун пек теоремӑна хирӗҫле теорема теҫҫё. Сймахран, 
„цифрӑсен сумми 9 ҫине пайлансан, панй число 9 ҫине пайланать” 
текен теоремӑна хирӗҫле теорема ҫакй пулать: „цифрӑсен сумми 
9 ҫине пайланмасан, панӑ число 9 ҫине пайланмасть”.

Кунта та ҫакна асӑрхаттармалла: тӳрё теорема тёрӗсси хи- 
рӗҫле теорема та тёрёс тенине пӗлтермест-ха; сӑмахран, „кашни 
хушӑнакан число пёр-пёр число ҫине пайланмасан, вёсен сумми 
те ҫав число ҫине пайланмасть”, текен хирёҫле теорема тёрёс 
мар, анчах унӑн тӳрё теореми тёрёс.

32. Т ӳрӗ, тӳртӗн  тата хи р ӗҫл е теорем ӑсен  хушшинчи ҫы хӑну. Ҫак ҫы-
хӑнӑва ӑнланма лайӑх пултӑр тесе, теоремӑна кӗскетсе ҫапла ҫырар (/4 саспалли 
теоремён условине пӗлтертӗр, В  саспалли —унЗн заключенине пёлтертёр):

1) Т ӳрӗ теор ем а: А  пур пулсан, В  те пур.
2) Т ӳртӗн теорем а: В  пур пулсан, А та пур.
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3) Т ӳрӗ теорем ӑна хи рёҫл е теорем а: А сук пулсан, В  те ҫук.
4) Тӳртӗк теорем ӑна хи рӗҫл е теорем а: В ҫук пулсан, А  та ҫук.
Ку предложенисене пйхса тухсан, ҫакна ҫЯмйл курма пулать: пёрремёшёпе 

тйваттЯмӗшӗ епле ҫыхйнса тЯраҫҫӗ, иккӗмӗшӗпе виҫҫӗмёшӗ те ҫаплах ҫыхйнса 
тӑраҫҫё; тӳрех ҫапла каламалла: пӗрремӗшёпе тӑваттӑмӗшӗ, ҫавӑн пекех иккӗмӗ- 
шӗпе виҫҫӗмӗшӗ те пӗр-пӗрне куҫаҫҫӗ. Чӑнах та, „А пур пулсан, В  те пур“ 
текен предложенирен тӳрех ҫакӑ тухса тЯрэть: „В ҫук пулсан, А  та ҫук пулать", 
(мёншён тесен А пулнЯ пулсан, пёрремёш предложени тарах, В  те пулнй пулёч- 
чё); .В  ҫук  пулсан, А та ҫук “ текен предложенирен тӳртён ҫакӑн пек вывод 
тӑватпӑр: „Л пур пулсан, В  те пур“ (мёншён тесен В  ҫук пулнЯ пулсан, А та 
пулман пулёччё). Иккёмёш предложенирен виҫҫӗмӗш предложени тухса тӑнине 
тата ййлтах тепёр май та пулнине шЯп ҫаплах ӑнланса илме пулать.

Ҫапла ёнтӗ, ҫак тӑватӑ теорема тёрёссине Янланса илес тесен, кашни тео
рема тёрёссине кӑтартса пама кирлё мар, икё теорема тёрёссине: тӳрӗ тата тӳр- 
тӗн теоремЯсем, е тӳрӗ тата хирӗҫле теоремӑсем тёрёссине кЯтартса парсан та 
ҫитет.

Многоугольниксем тата треугольниксем ҫинчен ӑнлантарни.
33. Хуҫӑк лини. Тӳрӗ линисен татӑкӗсене тӳрё мар лини та

рах йёркерен хурса кайсан, пёрремёш татӑкӗн вӗҫё иккёмёш 
татӑкён пуҫламӑшӗ, иккёмёш татӑкён вёҫё виҫҫӗмӗш татӑкён 
пуҫламӑшӗ пулать пулсан, тата ытти татӑкӗсем те ҫаплах выр- 
таҫҫӗ пулсан, ун пек линие хуҫӑк лини теҫҫӗ (31 тата 32 черт.). 
Ҫак татӑксене хуҫӑк линин енёсем теҫҫё, кашни икё татӑк хуш- 
шинчи кӗтесӗсем унӑн тӑррисем пулаҫҫӗ. Хуҫӑк линие саспал- 
лисемпе ҫырса паллӑ тӑваҫҫӗ, саспаллисене унӑн тӑррисен тата 
вёҫӗсен тӗлне лартаҫҫӗ; сӑмахран, АВСИЕ хуҫӑк лини теҫҫӗ.

Икӗ вӗҫне вёҫӗмсёр тӑснӑ кашни татӑкӑн йӑлтах пёр енне 
вырнаҫтарнӑ хуҫӑк линие мӑкӑр лини теҫҫё. Сӑмахран, ҫавӑн 
пек линие эпир 31 чертеж ҫинче курма пултаратпӑр, 32 чертеж 
ҫинчи хуҫӑк лини—мӑкӑр лини мар (ӑна ВС тӳрё линин пёр енне 
вырнаҫтарман).

Вёҫёсем пёр точка ҫине вырнаҫнӑ хуҫӑк линие питӗрӗннё 
лини теҫҫё (сӑмахран, 33 черт, ҫинчи АВС1ЭЕА лини питёрӗннӗ 
лини пулать).

34. Многоугольник. Питёрённӗ хуҫӑк линирен тата вӑл ҫа- 
вӑрса илыӗ тӳремҫи пайӗнчен пулнӑ фигурӑна многоугольник 
(нумайкӗтеслёх) теҫҫӗ (33 черт.). Хуҫӑк лини енёсем многоуголь
ник енёсем пулаҫҫӗ, унӑн кашни икё енё хушшинчи кётесёсем 
многоугольник кётесёсем пулаҫҫё, кётесёсен тзррисем мно- 
гоугольникӗн тӑррисем пулаҫҫӗ.

III. ТРЕУГОЛЬНИКСЕМ

£

31 черт. 32 черт.
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Многоугольникӗн тӑрри ҫумӗнче выртакан шалти облаҫё 
многоугольник кётесён шалти облаҫӗ пулать. Сӑмахран, М№РС}Р8 
(33 черт.) многоугольникӗн Р  тӑрӑллӑ кӗтесӗ икё тӳрё кётесрен 
пысӑкрах кётес (унӑн шалти облаҫне штрихланӑ) пулса тӑрать. 
Многоугольнике йёри-тавра ҫавӑрса илекен хуҫкаланчӑк лини 
многоугольникён контуре пулать, унӑн пур енёсен те сумми

пулса тӑракан тӳрё 
лини татӑкне пери
метр теҫҫё.

Мӑкӑр хуҫкалан- 
чӑк лини ҫавӑрсаил- 
нӗ многоугольнике 
мӑкӑр многоуголь
ник теҫҫё; сӑмахран, 
33-мёш чертеж ҫин- 
чи АВСИЕ ҫавӑн 
пек многоугольник 
(ММРС1Р8 много
угольнике мӑкӑр те

ме юрамасть); эпир пуринчен ытла мӑкӑр многоугольниксене 
пӑхса тухӑпӑр.

Многоугольникён пӗр енӗ ҫумӗнче тӑман икё кётесён тӑрри- 
сене пӗрлештерекен кирек хӑш тӳрӗ линие те (сӑмахран, АО, 
ВЕ, М Р  33 черт.) многоугольникён диагоналӗ теҫҫӗ.

Многоугольникён енёсем виҫҫёрен кая пулмаҫҫӗ. Енёсен хи- 
сепне кура, многоугольнике треугольник, четырехугольник, пя
тиугольник теҫҫӗ т. ыт. те.

Кёскен ҫырса хунӑ чух, „треугольник" сӑмах вырӑнне Д  паллӑ 
лартаҫҫё.

35. Треугольник ячёсем. Треугольниксем, хӑйсен енёсен 
тӑршшӗне е кётесёсен пысӑкӑшне кура, тёрлисем пулаҫҫё. Енёсен 
тӑршшӗ тёлёшёнчен вёсем: тёрлё енлисем, танураллисем тата 
тан енлисем пулаҫҫё: тёрлё енлё 
треугольниксен (34 черт.) пур 
енёсен те тӑршшё тёрлё пулать, 
танураллисен (35 черт.) икё енё 
пёртан, тан енлисен (36 черт.) 
виҫё енё те пёртан пулаҫҫӗ. Кё- 
тесёсен пысӑкӑшне кура, треу- 
угольниксем: шёвёркётеслисем 
(34 черт.), тӳркӗтеслисем (37
черт.) тата пуклаккётеслисем (38 черт.) пулаҫҫё. Шӗвӗркӗтеслӗ 
треугольникён пур кётесёсем те шӗвёр, тӳркётеслисен пёр кё- 
тесё тӳрё кётес, пуклаккётеслисен пёр кётесё пуклак пулать.

Тӳркётеслё треугольникён тӳрӗ кӗтесне тӑвакан енёсене катет- 
сем теҫҫё, тӳрӗ кӗтесне хирӗҫ выртакан енё гипотенуза ятлӑ.

36. Треугольникри тёп линисем. Треугольникён пёр енё унӑн 
тёпё пулать, ӑна хирёҫ выртакан кётесён тӑрри треугольникён 
тӑрри пулать, треугольник тӑрринчен унӑн тёпё ҫине е ҫак тӗпён 
тӑсӑмё ҫине антарнӑ перпендикуляра треугольникён ҫӳллӗшё

34 черт. 35 черт.
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теҫҫё. Сӑмахран, Д  АВС (39 тата 39а черт.) АС  енӗ унӑн тёпё 
пулсан, В вара унӑн тӑрри, ВО— 
ҫӳллёшё пулать.

Танурӑллӑтреугольникён тан
мар енне унӑн тёпё тесе шутлаҫҫӗ; 
вара тан енёсем тунӑ кётесён 
тӑрри танураллӑ треугольникён 
тӑрри пулать.

Пёр-пёр треугольникён кё- 
тесне тата унӑн ҫав кӗтесне 
хирӗҫ выртакан енӗн варрине 
пӗрлештерекен ВЕ  татӑка (39 
тата 39а черт.) медиана теҫҫё.
Треугольникён пӗр-пӗр кётесне ҫурмаран уйӑракан тӳрё линин 
ВЕ татӑкне (39 черт.) треугольник кётесне пёртан уйӑраканни, е 
унӑн биссектриси теҫҫё (тёрлё енлӗ треугольниксенче бис
сектриса ни медиана, ни ҫӳллӗшӗ ҫине вырнаҫмасть). Треуголь
никён кашни кӗтес тӑрринчен ҫав кётесе хирӗҫ выртакан енё е

37 черт.

36 черт. 39 черт.

унӑн тӑсӑмӗ ҫине перпендикуляр антарма пулать; ҫапла вара 
кашни треугольникён виҫӗ ҫӳллёш пулса тӑрать.

Треугольникён кашни кётесӗ тӑррине ҫав кётесе хирӗҫ выр
такан енён варрине тӳрӗ лини татӑкӗ туртса пёрлештерме пу
лать; ҫапла вара кашни треугольникён виҫё медиана пулса тӑрать.

Кашни треугольникён виҫӗ биссектриса пурри те ҫавӑн пекех 
уҫҫӑн палӑрса тӑрать.

Геометрилле фигурӑсен тёнӗл тёлӗшӗнчи симметрийӗ.

37. Треугольниксен, многоугояьниксен тата геометрилле ытти 
фигурӑсен свойствисене вӗреннӗ чух, икё пёртан фигура, е икё пёр
тан татӑк, е икё точка пёр-пӗр тӳрӗ лини тӗлёшӗнчен тӳремҫи 
ҫинче хӑйсене уйрӑм вырнаҫса выртни час-часах тёл пулать. Мӗнле 
те пулин икё точка А тата А' (40 черт.) МЫ тӳрӗ линин тёрлё 
енче выртсан, вёсем ҫак лини ҫумӗнчен туртнӑ перпендикуляр ҫин- 
че унӑн тёпёнчен пёртан инҫёшре (Аа — А 'а ) выртсан, ҫак точкӑ- 
сене МЫ тӳрё лини тёлёшёнчен симметриллӗ точкӑсем теҫҫӗ.

Пёр фигурӑн (е фигура пёр пайён) кашни точки А, В, С ,0 ,Е , . .. 
(40 черт.) тепёр фигурӑн (е фигура тепёр пайён) симметриллё 
точкисемпе А', В', С', О', Е ' , . . .  килёшӳллӗ тӑраҫҫӗ пулсан, ҫавӑн
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пек икё фигурӑна (е пёр фигурӑн икё пайне) ММ  тӳрӗ лини 
тӗлёшёнчен симметриллё фигурӑсем теҫҫё, тепёр май та ҫаплах.

м  Ун пек чух МА/' тӳрё линие сим
метрии тӗнӗлӗ теҫҫӗ. Кунта „тё-

не т. ыт. те.
Тепёр май калар: пёр-пӗр тӳрӗ линин пёр енче выртакан 

фигурӑна ҫав тӳрӗ лини тавра ҫавӑрнипе унӑн тепёр енче выр
такан фигура ҫине вырнаҫтарсан, вӑл фигурӑсем вара ҫаврӑнакан 
тёнӗл тӗлёшёнчен симметриллё фигурӑсем пулаҫҫӗ. Халь кала- 
нинчен ҫакӑ тухса тӑрать:

пёр-пӗр тёнӗл тӗлӗшӗнчен симметриллё кирек те хӑш икё 
фигура пёр-пёринпе пёртан.

Тӗнӗл тӗлёшӗнчи симметрие тӗнӗллё симметри теҫҫӗ. 
А с ӑ р х а т т а р н и .  Симметриллё фигурӑсене симметри тӗнӗлё 

тавра ҫавӑрнипе пёр-пёрин ҫине вырнаҫтарма май пулать пулин 
те, ҫапах та вёсен, пёрлештерсе каласан, тӳремҫи ҫинче выртни 
пёр пек мар. Кӑна акӑ ҫапла ӑнланмалла:

симметриллё икӗ фигурӑна пёр-пёрин ҫине вырнаҫтарас тесен, 
вёсенчен пёрне тепёр май ҫавӑрмалла пулать, апла эппин, ӑна 
пёр вӑхӑта тӳремҫирен кӑларма тивет. Фигурӑна тӳремҫирен 
кӑлармасан, ӑна, ҫак тӳремҫире темле куҫарсан та, тёнёл тӗлё- 
шёнчен хӑйне симметриллё фигура ҫине вырнаҫтарма май ҫук.

41 чертеж ҫинче икӗ тёрё ӳкерчёкӗ пур, вёсем АВ  тӳрё лини 
тӗлёшёнчен пёр-пёринпе симметриллё. Сылтӑмра выртакан ӳкрр- 
чӗке АВ  тӳрӗ лини тавра ҫавӑрсан, вӑл сулахайри ӳкерчёк ҫине 
вырнаҫма пултарать.

Ун чух вара сылтӑмри ӳкерчёке тепёр май ҫавӑрмалла пулать. 
Анчах ӑна тӳремҫирен кӑлармасӑр, тӳремҫи тӑрӑх темле шутарса 
куҫарсан та, сулахайри ӳкерчёк ҫине вырнаҫтарма май килмест. 
Тӗнёллё симметри пурӑнӑҫра час-час тёл пулать. Пӳлёме илем- 
летмелли пусмасем тата хутсем ҫинчи ӳкерчёксем, архитектурӑн 
ҫуртсем ҫинчи лаптак ӳкерчёксем пулса тӑракан эрешсем 
тата ҫуртсен фасачӗсем пӗр-пёр тёнёл тӑршшёнчен симметрил
лё формӑллӑ пулаҫҫӗ. Симметриллё формӑсем ҫутҫанталӑкра та 
ҫаплах час-час тӗл пулаҫҫӗ. Сӑмахран, йывӑҫсен ҫулҫисем, курӑк 
чечекӗсем хӑйсен вӑтам туни тӗлёшӗнчен симметриллё формӑллӑ 
пулаҫҫӗ. 42 чертеж ҫине ӳкернё вёрене ҫулҫи те ҫавӑн пек.

В В ' нӗл сӑмахпа усӑ курнӑ, мёншён 
тесен МN  тӳрё линин пёр енче 
выртакан тӳремҫи пайне (сӑмах- 
ран сулахайри пайне) МЫ тӳрё 
линин тепёр енче выртакан тӳ- 
ремҫи пайё ҫине (сылтӑмри пайё 
ҫине) вырнаҫиччен М N  тӳрӗ лини 
тавра, тёнёл тавра ҫавӑрнӑ пек, 
ҫавӑрсан^ с и м м е т р и л л ё  фи-  
г у р ӑ с е м  в а р а  п ё р - п ё р и н  
ҫ и н е  в ы р н а ҫ а ҫ ҫ ё ,  мёншён 
тесен А точка А' точка ҫине 
вырнаҫать, В точка В' точка ҫи-

N
40 черт.
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Лӗпӗш ҫуначӗсем тата ҫуначӗсене илемлетекен чечексем те унӑн 
пёвё тӗнёлӗ тёлёшёнчен симметриллё формӑллӑ пулса тӑраҫҫё 
(43 черт.).

Ь.

Танураллӑ треугольникён хӑшпӗр свойствисем.
38. Т е о р е м ӑ с е м .  1) Танураллӑ  т реугольник т ӑрринчи  

кӗтесӗн биссектриси пӗр вӑхӑт рах т реугольник медиани  
те, ҫ$ллӗш ӗ те пулат ь.

2) Танураллӑ  т реугольникён т ӗпё ҫумӗнчи кётесёсем  
пёртан.

кён медиани те, ҫӳл- 
лёшё те пулать.

АВГ) треуголь- 42 черт 43 черт.
нике ВОС  треуголь
ник ҫине вырнаҫтӑр тесе, эпир ӑна тёнёл тавра ҫавӑрнӑ пек ВО  
енё тавра ҫавӑрар. Ун чух вара 1-мёш кётеспе 2-мёш кётес пёр- 
тан пирки, АВ ен ВС ен ҫине ӳкет; ҫак енсем пёртаннине кура, 
А точка С точка ҫине вырнаҫать. Ҫавӑнпа вара ОА  татӑк ОС  
татӑк ҫине вырнаҫать, 4-мӗш кётес 3-мӗш кӗтес ҫине, 5-мёш 
кётес 6-мӗш кӗтес ҫине вырнаҫаҫҫё, апла пулсан, ОА =  ОС, 4 =  
=  ДЗ тата Д5 =  / 6 .  ОА  татӑк В)С татӑкпа пёртан пулсан, ОС 
медиана пулать; 3-мёш кётес 4-мёш кётеспе пёртан пулсан, вӑл 
кётессем тӳрё кётессем пулаҫҫӗ; ҫапла вара ВО  треугольникён 
ҫӳллӗшӗ пулать; юлашкинчен тата, треугольникён тёпё ҫумӗнчи 
5-мёш кётеспе 6-мёш кётес те пёртан пулаҫҫӗ.

Д  АВС (44 черт.) 
танураллӑ Д  пултӑр 
тата ВО  тӳрӗ лини 
унӑн тӑрринчи Б  кё- 
тесе ҫурмаран уйӑр- 
нӑ пултӑр. Ҫак тё
рёссине кӑтартмал- 
ла: ҫак ВО  биссек
триса треугольни-
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39. С л е д е т  в и. Танураллӑ АВС треугольникре (44 черт.) пёр 
ВО  тӳрё лининех тӑватӑ свойство пур: вӑл — треугольник тйр- 
ринчи кётесён биссектриси, треугольник тёпё ҫине антарнй 
медиана тата унӑн ҫӳллӗшё пулать, юлашкинчен тата, ҫав тӳрё 
лини треугольник тёпё варринчен тйратнй перпендикуляр пулать. 
Ҫак тйватй свойствӑран кашни свойстви ВО  тӳрӗ линин тре- 
угольникри вырӑнне питӗ ҫителёклё кй- 
тартса тӑрать пулсан, ун чух вара вёсенчен 
пёри пурри ыттисем те пурте пуррине 
палӑртать. Сӑмахран, т анураллӑтреуголь
никён тӗпӗ ҫине антарнӑ ҫӳллӗшӗ унӑн 
тӑрринки кётесён биссектриси, унӑн  
тёпё патне туртнӑ медиани тата унӑн  
тёпё варринчен тӑратнӑ перпендикулярё 
пулать.

40. Танураллӑ треугольникён симмет- 
рийё. ВО  биссектриса танураллй АВС  тре- 
угольникрен (44 черт.) икё треугольник 
(сулахайри тата сылтймри) тӑвать; биссек
триса тавра ҫавйрсан, вӗсене пёр-пёрин ҫине вырнаҫтарма пулать. 
Апла пулсан вара, эпир, танураллй треугольникён ҫурри ҫинче 
кирек мёнле точка илсен те, треугольникён тепёр ҫурри ҫинче 
в Ъ  тёнёл тёлёшёнчен симметриллё точка тупма пултаратпӑр. 
Сймахран, треугольникён АВ  енӗ ҫинче (44 черт.) М  точка илер. 
Ҫав точкӑран ВО  ҫине М К  перпендикуляр антарар та, унтан вйл 
перпендикуляра треугольникён ВС енё патне ҫитиччен тӑсар. 
Ун чух вара ҫак ен ҫинче М' точка пулса тӑрать; вёл ВО  тёнёл 
тёлёшёнчен М  точкӑпа симметриллё точка пулать. Чӑнах та, 
АВО  треугольнике ВО  тавра ҫавӑрсан, вӑл Д  ВСЕ) ҫине выр- 
наҫать; КМ  татӑк (тӳрӗ кётес пёртаннине кура, КМ' татӑк тӑрӑх 
каять, ВА ен ВС ен ҫине ӳкет (В тӑрринчи кётессем пёртаннине 
кура); апла пулсан, М К  татӑкпа ВА  татӑк ҫинче выртакан М  
точка КМ! татӑкпа ВС татӑк ҫинче выртакан М! точка ҫине 
вырнаҫать. Кунтан ҫакй курӑнса тӑрать: КМ  =  КМ'. Ҫапла ӗнтё, 
М  точкӑпа М ' точка О В  биссектрисӑн тёрлё енче, вӑл биссек- 
трисӑпа перпендикулярлӑ татӑк ҫинче тата ҫак перпендикулярӑн 
тёпёнчен пёртан инҫӗшре выртаҫҫӗ; апла пулсан, вӑл гочкӑсем 
ВО  тёнёл тёлёшёнчен пёр-пёринпе симметриллё пулаҫҫб. Ҫапла 
ёнтӗ, т анураллӑ треугольникре унӑн тӑрринчи кётесён бис
сектриси унӑн симметри тӗнӗлӗ пулать.

Треугольниксен пӗртанлӑх паллисем.

41. Малтанхи ӑнланусем. Геометрилле икё фигура, сймахран, 
икё треугольник, пёри тепёрин ҫине вырнаҫма пултарать пулсан, 
вӗсене пёртан фигурйсем теҫҫӗ. Пёр-пёрин ҫине вырнаҫакан тре- 
угольниксенче, паллах, унйн пур килёшӳллё элеменчёсем те пёр- 
пёринпе п ё р т а н  п у л а ҫ ҫ ӗ ,  урйхла каласан, вёсен енёсем, кётесёсем,
ҫӳллёшёсем, медианисем тата биссектрисисем пёр-пёринпе пёр
тан пулаҫҫӗ. Анчах икё треугольник пёртаннине кйтартса парас
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тесен, вёсен пур элеменчёсен те пёртаннине кӑтаргса пани кирлё 
мар, вёсенчен хӑшпӗр элеменчёсен пёртанлӑхне кӑтартса парсан 
та ҫитет.

42. Треугольниксен пӗртанлӑхӗн виҫӗ палли.
Т е о р е м ӑ с е м .  1) Пёр треугольникён икё енё тата вё

сен хушшинчи кётесё тепёр треугольникён икё килёш $ллё  
енёпе тата вёсен хуш шинчи килӗш ӳллӗ кётесёпе пёртан 
пулсан, ҫакӑн пек треугольниксем пёртан пулаҫҫӗ.

2) Треугольникён пёр енё тата ҫав енӗн вёдёсенчи икё  
кётесё тепёр треугольникён килӗш ӳллӗ енёпе тата дав 
енӗн вёҫёсенчи килӗш Ҫллӗ кётесёсемпе пёртан пулсан, да- 
кӑн пек треугольниксем пёртан пуладдё.

. 3) Пёр треугольникён видё енё тепёр треугольникён  
килёш $ллё видё енёпе пёртан пулсан, ҫакӑн пек т реуголь
никсем пёртан пуладдё.

1) АВС тата АХВХСХ икё треугольник (45 черт.) пулччӑр, вёсен: 
АС =  А1С1, АВ =  А 1Вх, < 'А  =  ̂ А 1.

Ҫак треугольниксем пёртаннине кӑтартса памалла.
АВС треугольника АХВХ Сх треугольник ҫине хурар, А точка

45 черт.

А х точка ҫине вырнэҫтарар, АС ене А ХСХ ен тӑрӑх ярар1. Ун 
чух вара, ҫак енсем пёртан пирки, С точка Сх точка ҫине выр- 
наҫать; А кётес Ах кётеспе пёртан пирки, АВ  ен А ХВХ ен тӑрӑх 
каять; ҫак енсем пёртан пирки, В точка Вх точка ҫине вырнаҫать; 
ҫавӑнпа СВ ен СХВХ енпе вырнаҫать (мёншён тесен икё точкӑна 
пёр тӳрӗ линипе кӑна пёрлештерме пулать), треугольниксем вара 
пёр-пёрин ҫине вырнаҫаҫҫӗ; апла пулсан, вёсем пёртан пулаҫҫӗ.

2) АВС тата А ХВХСХ (46 черт.) икё треугольник пулччӑр, вёсен: 
/_С =  /_СУ тата /_ В =  /_В и СВ =  СУВУ.

Ҫак треугольниксем пёртаннине кӑтартса памалла.
АВС треугольника А УВУСХ треугольник ҫине хурар, С точкӑна 

С{ точка ҫине вырнаҫтарар, СВ ене С1В1 ен тӑрӑх ярар. Ун чух 
вара, ҫак енсем пёртан пирки, В точка Ву точка ҫине вырнаҫать; 
В кётес Ву кётеспе, С кётес Су кётеспе пёртан пирки, ВА ен 
ВУАХ ен тӑрӑх тата СА ен СХАХ ен тӑрӑх каять.

1 Ҫак параграфра каланисене тӑвас тесен, пӗр-пӗрин ҫине хумалли треугвль- 
никсенчен пӗрне хӑш чух тепёр май ҫавӑрма тивет.
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Икӗ тӳрӗ лини пӗр-пёрне пӗр точкӑра анчах касса иртеҫҫӗ, 
ҫавӑнпа А точка Л, точка ҫине вырнаҫать. Ҫапла вара треуголь

никсем пӗр-пӗрин ҫине вырнаҫаҫҫё; апла пулсан, треугольниксем 
пӗртан пулаҫҫӗ.

3) АВС тата А ХВХСХ (47 черт.) икё треугольник пулччӑр, 
вёсен:

АВ =  А ХВ Х, ВС =  ВХСХ тата СА =  СХА Х.
Ҫак треугольниксем пёртаннине кӑтартса памалла.
Ку пёртанлӑхӑн паллисене треугольниксене пёр-пёрин ҫине 

хунипе кӑтартса пама май килмест, мёншён тесен треугольник- 
сен кӗтесӗсен пысӑкӑшне пёлмесёр, вёсен икё пёртан енё пёр- 
пёрин ҫине вырнаҫать пулин те, ытти енёсем пёр-пёрин ҫине 
вырнаҫассине кӑтартса пама пултараймастпӑр эпир.

Треугольниксене пёр-пёрин ҫине хурас вырӑнне вёсене пёр- 
пёрин ҫумне хунипе усӑ курар.

АВС треугольнике А ХВХСХ треугольник ҫумне хурар, вёсен 
пёртан АС  тата А ХСХ енёсем пёр-пёрин ҫине вырнаҫаҫҫӗ. Ун чух 
вара АВС треугольник А ХВХСХ треугольникён вырӑнне йышӑнать.

В х точкӑпа В2 точкӑна тӳрё линипе пӗрлештерсен, икё тан- 
ураллӑ треугольник пулса тӑрать: А ХВ ХВ2 тата ВХСХВ2, ҫак икё 
треугольникён пёр тёп В ХВ2 пулать. Танураллй треугольникён 
тёпё ҫумёнчи кётесёсем пёртан (38 §); апла пулсан, , / 1  =  ^ 2  
тата /  3 =  /_ 4 пулать, ҫавӑнпа /_ А ХВ ХСХ =  /_ А ХВ2СХ =  В пулаҫҫӗ.

\А

'С

46 черт.

Я В |

С,

47 черт.

Ҫапла вара панӑ треугольниксем пёртан пулмалла, мёншён 
тесен пёр треугольникён икё енё тата вёсем хушшинчи кётесё



тепёр треугольникён. икё килӗшӳллё енёпе тата вёсен хушшин
чи килӗшӳллӗ кётесёпе пёртан1.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Пёртан треугольниксен пёртан енё сене 
харӗҫ пёртан кётессем выртаҫҫӗ, тепёр майлӑ каласан, пёр
тан кётессене хирёҫ пёртан енсем выртаҫҫӗ.

Треугольниксен пӗртанлӑхӗ ҫинчен пӗлтерекен теоремӑсем 
тата пёртан треугольниксене кунта кйтартнй паллӑсем тӑрӑх 
уйӑрса илме пӗлни геометрилле задачйсене нумаййшне шутланӑ 
чух питӗ пысйк ҫӑмйллйх параҫҫӗ тата вёсем нумай теоремӑсен 
тӗрӗслёхне кӑтартса пама кирлё пулаҫҫё. Треугольниксен пёр- 
танлӑхӗ ҫинчен пёлтерекен теоремӑсем геометрилле хутлӑ фи- 
гурӑсен свойствисене палйртмалли чи кирлӗ хатёрсем пулса 
тйраҫҫё. Вӑл чйнах ҫаплине вӗренекенсем геометрие малалла 
вёреннӗ чух курӗҫ.

Треугольникён тулашӗнчи кётесё тата унӑн свойстви.

43. О п р е д е л  ени.  Треугольникён (е многоугольникён) пёр- 
пёр кётесёпе юнашар тйракан кётесе ҫак треугольникён (е мно
гоугольникён) тулашёнчи кётесё 
теҫҫё. Сӑмахран, ВСО, СВЕ, ВАЕ 
кётессем (48 черт.) ҫавӑн пек 
кётессем пулаҫҫӗ. Треугольникён 
(е многоугольникён) тулашёнчи 
кӗтесёсенчен пуҫне тата хӑйне 
уйрйм кётесёсем пур, вёсене 
шалти кётессем теҫҫё. Треуголь
никён (е многоугольникён) кашни 
кётесё ҫумӗнче (ҫав кётесён пёр 
енне е тепёр енне тӑссан) тулашёнчи кётессем икшер тума пу
лать. Вал кётессем вертикальлё кётессем пулаҫҫӗ, ҫавйнпа вёсем 
пёр-пёринпе тан пулаҫҫӗ.

44. Т е о р е м а .  Треугольникён тулашёнчи кётесё хӑйпе  
юнашар тӑман шалти кӗтесрен кашнинчен пысйкрах.

Сймахран, АВС треуголь
никён (49 черт.) тулашёнчи 
ВСО кётес хййпе юнашар тй- 
ман шалти А тата В кётессен- 
чен кашнинчен пысйкрах пул- 
нине кйтартар. Треугольникён 
ВС енён варринчен АЕ  медиа
на туртар; унтан, ӑна тӑсса 
ярса, АЕ  тӑршшё ЕЕ татйк 
виҫсе илер. Е  точка ВСО кё
тесён варринче выртать пул- 
малла. Е  точкйна С точкйпа 

тӳрӗ лини туртса пӗрлештерер. АВЕ  тата ЕЕС треугольниксем 
(штрихленисем) пёртан, мёншён тесен Е  точкйра вёсен икё

1 В]В.2 тӳрӗ лини кирек хӑҫан та АхВ\СхВ« фигурӑн варринчен ирттёр тесен, 
треугольниксене пӗр-пӗрин ҫумне хунӑ чух, вёсен пёрлехи ен ё —А ^ , ытти енё- 
сенчен чи вЯрӑмми пулмалла.

48 черт.

49 черт.
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килӗшӳллё пёртан енёсен хушшинче пёрер пёртан кётессем пур. 
Треугольниксем пёртан пулнинчен ҫакӑ тухса тӑрать: вёсен АЕ  
тата ЕЕ пёртан енӗсене хирӗҫ выртакан В  тата ЕСЕ кётесёсем 
пёртан пулаҫҫӗ. Анчах ЕСЕ кётес тулашёнчи ВСО  кётесён пёр 
пайё пулса тӑрать, ҫавӑнпа та вёл тулашёнчи кётесрен пёчёкрех; 
апла пулсан вара, В кётес те ВСО кётесрен пёчёкрех пулать.

Треугольникён ВС енне С точка хыҫнелле тӑссан, унӑн ту
лашёнчи кётесё АСИ  пулса тӑрать; ку кётес ВСО кётеспе 
пёртан пулать. Треугольникён В  тйрринчен АС  енё патне меди
ана туртсан тата ӑна ҫавӑн тӑршшех АС  тепёр енне тӑссан, А 
кётес АСИ  кётесрен, урӑхла каласан, ВСО кётесрен, пёчёкрех 
пулнине шӑп ҫаплах кӑтартса 
парӑпӑр.

45. С л е д с т в и .  Треуголь
никён пӗр кӗтесӗ тӳрӗ е пук- 
лак пулсан, у нӑн ытти икё кё
тесё шёвёр кётессем пулаҫҫӗ.

Чёнах та, АВС  треугольни
кён (50 тата 51 чертеж) пёр-пёр 
С кётесё тӳрё е пуклак кётес 
пултӑр; ун чух вара унпа юна
шар тӑракан тулашёнчи ВСО 
кётес тӳрё е шёвёр кётес
пулма тивӗҫ; ҫапла ӗнтё кунта кӑтартса панипе А тата В  кётес
сем ҫак тулашёнчи кётесрен пёчёкрех кётессем пулса тӑраҫҫӗ, 
апла пулсан, вӑл кётессем иккёшё те шёвёр кётессем пулмалла.

Треугольникён енӗсемпе кётесёсен хушшинчи ҫыхӑну.
46. Т е о р е м ӑ с е м .  Кирек хӑш  треугольникре те:
1) пёртан енсене хирӗҫ пёртан кётессем выртаҫҫӗ;
2) пы сӑкрах ене хирӗҫ пысӑкрах кётес выртатъ.
1) Треугольникён икё енё пёр-пёринпе пёртан пулсан, ун пек 

треугольник танураллй треугольник пулать; ун чух вара унйн 
пёртан енёсене хирёҫ выртакан кётесёсем танураллй треуголь
никён тӗпӗ ҫумӗнчи кётесёсем пулнйран (38 §) пёр-пёринпе пёр- 
тан пулма тивӗҫ.

2) АВС  треугольникре (52 черт.) АВ  ен ВС енрен пысйк 
пултйр; С кётес А кётесрен пысйккине кйтартса памалла.

Треугольникён В  тӑрринчен пуҫласа 
унйн пысйкрах енё ВА ҫинчен ВО  татак 
виҫсе илер, вйл татйк треугольникён 
пёчёкрех енё ВС тйршшё пулмалла; £> 
точкйпа С точкйна тӳрӗ линипе пёр- 
лештерер. Ун чух вара танураллй тре
угольник ОВС  пулса тйрать, унйн тёпё 
вёҫӗсенчи кётесёсем пёртан, урйхла ка
ласан, /_ВОС — ВСО. Анчах ВОС кётес 
Д  АОС  тёлёшёнчен унйн тулашёнчи кё

тесё пулать, ҫавйнпа ВОС  кётес А кётесрен пысйкрах, эппин 
ВСО  кётес те А кётесрен пысйкрах пулать, апла пулсан вара

в
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ВСА кётес, паллах, А кётесрен пысӑкрах пулать. Ҫапла ёнтё 
теорема тёрёссине кӑтартса патӑмӑр.

47. Т ӳ  р т ё н  т е о р е м ӑ с е м .  Кирек хйш  треугольникре те:
1) унӑн пёртан кӗтесӗсене хирӗҫ пёртан енёсем выр- 

таҫҫӗ;
2) пысйкрах кётесне хирӗҫ пысйкрах енё выртать.
1) АВС  треугольникён А  кётесёпе С кётесё пёртан пулччӑр 

(53 черт.), ҫак тёрёссине кӑтартса памалла: АВ — ВС.
Тепёр майлӑ пултӑр, урӑхла каласан, АВ  ен ВС енпе пёртан 

мар пултӑр. Ун чух вара ҫак енсенчен пёри тепринчен пысӑкрах 
пулмалла; ҫапла вара тӳрё теорема тӑрӑх, А тата С кётессенчен 
пёри тепринчен пысӑкрах пулмалла. Анчах ку панӑ условие хирёҫ 
пулать: услови тӑрӑх /_ А =  /  С. Апла пулсан, АВ  енпе ВС ен 
пёртан мар теме юрамасть; АВ — ВС тенине йышӑнмаллах пулать.

2) АВС треугольникён (54 черт.) С кётесё А кётесрен пысӑк- 
рах пултӑр. Ҫакна кӑтартса памалла: АВ^>ВС.

Тепёр майлӑ пултӑр, урӑхла каласан, треугольникён АВ  енё 
ВС енӗнчен пысӑк мар пултӑр. Ун чух вара икё тёрлё пулма 
иултӑрать: е АВ—ВС, е АВ<^ВС.

Пёрремӗшёнче, тӳрё теорема тӑрӑх, С кётес А кётеспе пёр
тан пулёччё; иккёмёшёнче С кётес А кётесрен пёчёкрех пулёччё; 
ҫаксем иккёшё те
условие хирёҫ пу- в В
лаҫҫё; апла пул
сан, ҫаксене пёр- 
не те йышӑнма 
юрамасть. Йышӑн- 
малли пёрре кӑна 
юлать, вӑл ҫакӑ 
пулать: АВ^>ВС.

С л ед е  т в и с е м.
1) Тан енлё тре

угольникён пур 
кётесёсемте пёр
тан.

с
4 черт.

2) Танкётеслё треугольн <ён пур енёсем те пёртан.
48. Хирӗҫле доказательс во. Тӳртён теоремӑсем тёрёссине 

кӑтартма халь анчах усӑ к рнӑ меле хирӗҫле доказательство
теҫҫё, е юрӑхсӑрлӑха кӳни ^гебисИо аб аЪзигбит) теҫҫё. Хирёҫле 
доказательство тесе ӑна акӑ мёншён каланӑ: каласа ӑнлантарнин пуҫ- 
ламӑшӗнче теоремӑн заключенине (тёрёссине кӑтартса памаллине) 
хирёҫ шухӑшлӑ туса йышӑнаҫҫӗ. Юрӑхсӑрлӑха кӳни тесе ӑна 
акӑ ҫакӑншӑн каланӑ: теоремӑн заключенине хирӗҫ шухӑшлӑ туса 
йышӑнаҫҫӗ те, ҫав шухӑша тытса пырса, каласа ӑнлантарни урлӑ 
юрӑхсӑр вывод (абсурд) патне ҫитсе тӑраҫҫё. Ҫакӑн пек юрӑхсӑр 
вывод туни, каласа ӑнлантарни пуҫламӑшёнче йышӑннине пӑрах- 
тарса, теоремӑн заключенине (унӑн тёрёссине кӑтартса памаллине) 
йышӑнтарать пире.

Ҫак мелпе теоремӑсем тёрёссине кӑтартса пама питё час-час 
усӑ кураҫҫё.
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49. Тӳртӗн теоремӑсем ҫинчен асӑрхаттарни. Геометрие вӗ- 
ренме пуҫлакансем час-час пёр пит паллӑ йӑнйш тӑваҫҫӗ. Вӑл 
йӑнӑш ҫакй пулать: тӳрӗ теорема тёрёссине кӑтартса панӑ пул
сан, тӳртӗн теорема тёрӗсси хӑех паллӑ, тесе хисеплени. Кунтан 
тӳртӗн теоремйсен доказательстви кирлӗ мар тени тухса тӑрать. 
Ҫакӑн пек заключении йӑнӑшне нумай примерсемпе кӑтартса 
пама пулать. Уйрӑмӑн ҫакӑн пек примерсене 30 §-ра кӑтартнӑ. 
Ҫапла ёнтӗ, тӳртӗн теоремӑсем тёрёс пулсан, вёсем тёрёссине 
кирек хӑҫан та хӑйне уйрӑм кӑтартса параҫҫӗ.

Тӳрӗ линин татӑкӗпе хуҫӑк линин танлаштаруллӑ тӑршшӗ.

50. Т е о р е м а .  Треугольникён кашни енё ытти икё енён 
сумминчен пёчёкрех пулать.

Треугольникён чи пысӑк енёнчен пёчёкрех енне илсен, вӑл, 
паллах, ытти икё енён сумминчен пёчёкрех пулать. Апла пул 
сан, пирӗн ак ҫакӑ тёрёссине кйтартса памалла: треугольникён 
чи п ы с ӑ к  е н ё  те ытти икё енён сумминчен пёчёкрех пулать.

АВС треугольникён (55 черт.) чи пысӑк енё АС  пултӑр. Унӑн 
А В  енне тӑсар та ҫав тӑсӑм ҫине ВС тӑршшӗ ВО  виҫсе хурар, 
унтан ОС татӑк туртар. Д /Ш С  танураллӑ пулкӑран /_ 0 — /_ОСВ\ 
ҫавйнпа О  кётес ОСА кётесрен пёчёкрех, апла пулсан, АОС 
треугольникён АС енё АО  енёнчен пёчёкрех пулать (47 §), урӑхла 
каласан, А С < С .А В В О . ВО  вырйнне ВС лартсан, ҫакӑ пулать:

А С < А Я  +  5С.
С л е д с т в и .  Ҫак танмарлӑхӑн кашни пайёнчен А5-шер е 

ВС-шер кӑларар.
АС  — А 5 < 5 С ;
АС — В С < А В .

Ку танмарлӑха сылтймран сулахаялла вуласан,~ҫакна куратпӑр: 
треугольникён ВС тата АВ  енёсенчен кашни енё ытти икё енён 
разноҫӗнчен пысйкрах; паллах, треугольникён виҫҫёмӗш, чи

55 черт. 56 черт.

пысйк енё — АС ҫинчен те ҫакна каламалла пулать; апла пулсан, 
треугольникён кашни енё ытти икё енён разноҫӗсенчен пы
сйкрах пулать. <

51. Т е о р е м а .  Пёр-пёр икё точкӑна пёрлештерекен турё 
лини  ҫав точкӑсенех пёрлештерекен кирек хӑш  хуҫӑк  
линирен те пёчёкрех.
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Икӗ сыпӑклӑ хуҫӑк лини ҫинчен калакан теорема тёрёссине 
ҫак параграф умёнчи параграфра кӑтартса панӑ. Икӗ енлӗрен 
ытларах енлӗ хуҫӑк линие пӑхса тухар.

АЕ тӳрӗ линин (56 черт.) татӑкӗ пултӑр, вӑл татӑк А точкӑпа 
Е точкӑна пӗрлештерсе тӑтӑр, ҫав точкӑсенех пёрлештерекен 
хуҫӑк лини АВСОЕ пултӑр. Ҫак тёрёссине кӑтартмалла: АЕ татӑк 
АВ +  ВС СО -{- ОЕ  татӑксен сумминчен пёчёккӗрех.

А точкӑна С тата О  точкӑпа пӗрлештерсен, ку теорема умён
чи теорема тӑрӑх ҫакна тупатпӑр:

АЕСАО -{-О Е-,
Л Д < Л С  +  С £;
л с < л я + ж ; .

Ҫак танмарлӑхсене пӗр-пӗринпе хушар, хушсан кайран тан- 
марлӑхсен икё пайӗнчен те Л ^  тата АС татӑкшар кӑларар. Ун 
чух вара ҫакӑ пулса тӑрать:

АЕ  < Л £  +  ВС' +  СО +  ОЕ.
52. Икӗ килӗшӳллӗн тан енлё треугольниксем.
Т е о р е м ӑ с е м .  Пёр треугольникён икё енё тепёр тре

угольникён икё килӗш $ллӗ енёпе пёртан пулсан:
1) вёсен хушшинчи пысӑкрах кӗтесне хирёҫ пысӑкрах  

енё выртать.
2) Тӳртён: ытти енсенчен пысӑкрах енне хирӗҫ пысйк

р а х  кётесё выртать.
1) АВС тата А 1В1С1 треугольниксенче (57 черт.) ҫаксене панӑ: 

ЛС =  Л 1С1, АВ =  А 1В1 тата ^ Л >  ;/ Л 1. Ҫак тёрёссине кӑтарт- 
малла: ВС^В^С^. А1В1С1 треугольнике Д  АВС ҫине хурар, ЛХС

В

енне АС  енё ҫине вырнаҫтарар. А { кётес ВАС  кётесрен пёчёк- 
рех, ҫавӑнпа Ӑ 1В1 ен ВАС  кётес варринчен каять; А1В1С1 тре
угольник А В 2С треугольникён вырӑнне йышӑннӑ пултӑр (б 2 тӑрӑ 
АВС  треугольникён тулашне, е унӑн ӑшне, е ВС ен ҫине ӳкме 
пултарать; ҫаксем валли пурин валли те пёр доказательствах 
юрӑхлӑ пулать). ВАВг кётесён АО  биссектриссине туртар тата 
О  точкӑна В 2 точкӑпа пёрлештерер, ун чух вара икё треуголь
ник пулса тӑраты АВО  тата £>Л5,; ҫак треугольниксем пёр- 
пёринпе пёртан, мёншён тесен АЭ  вёсен пёрлехи енё пулать,

3. Геометри, 1 пайё. 33



услови тӑрӑх АВ — АВ2 тата чертежне пёртан тунипе /_В А О  — 
=  /_ О А В 2. Треугольниксем пёртаннинчен ҫакӑ тухса тӑрать: 
ВО — ОВ2. Халӗ ёнтё О ВВ2 треугольникрен ҫакӑн пек вывод 
тӑватпӑр: В 2С <^В20  +  ОС  (50 §), е (В20  вырӑнне ВО  лартсан): 
В 2С <  ВО ОС пулать, апла пулсан вара В ХСХ <  ВС.

2) Ҫак АВС  тата А ХВХСХ треугольниксенчех ҫаксене панӑ пул- 
тар: АВ — А ХВХ, АС =  А 1С1 тата ВС^>В1С1 пулччӑр. Ҫак тёрӗс- 
сине кӑтартмалла: /_ А >  /_ А х.

Тепёр майлӑ пултӑр, урӑхла каласан, А кётес А х кётесрен пысӑк 
мар пултӑр;унчух вара икё тёрлё пулма пултарать: е ^В А С — /_Аи 
е /_ В А С < ^/_ А Х пулаҫҫӗ. Пёрремёшёнче треугольниксем пёр- 
пёринпе пёртан пулнӑ пулӗччёҫ; апла вара, ВС ен В ХСХ енпе пёр
тан пулёччё; услови тӑрӑх ВС ен ВХСХ енпе пёртан пулма пул- 
тараймасть; иккёмёшёнчен ВС ен (1-мёш теорема тӑрӑх) ВХСХ 
енрен пёчёкрех пулёччё, ку та ҫаплах условире каланине хирӗҫ 
пулать. Ҫапла вара ҫаксене пёрне те йышӑнма юрамасть, йышӑн- 
малли пёр май кӑна юлать, вӑл ҫакӑ пулать: /_А^>  / А , .

Перпендикулярӑн тата тайлӑк линисен танлаштаруллӑ тӑршшӗ.

53. Т е о р е м а .  Пӗр-пӗр точкӑран т$рё лини ҫине антар- 
нӑ перпендикуляр ҫав т очкӑранах ҫав лини ҫине1 туртнӑ 
кирек хӑш  т айлӑк линирен те пёчёкрех.

А точкӑран МЫ тӳрё лини ҫине антарнӑ АВ  татӑк (58 черт.) 
перпендикуляр пултӑр, ҫав А точкӑранах ММ  тӳрё лини ҫине 
туртнӑ АС татӑк пёр-пёр тайлӑк лини пултӑр; ҫак тёрёссине 
кӑтартмалла: АВ<САС.

АВС  треугольникён В  кётесё — тӳрӗ кётес, С кётесё—шёвёр 
кётес (45 §); апла пулсан, ҫавӑнпа та А В < А С  пу
лать, ҫапла ёнтё теорема тёрёссине кӑтартса патӑмӑр.

А с ӑ р х а т т а р н и .  „Точкӑпа тӳрӗ лини хушши" тени чи кӗс- 
ке хушша пёлтерет, вӑл хушша ҫав точкӑран тӳрӗ лини ҫине 
антарнӑ пеппендикулярпа виҫеҫҫӗ.

54. Т е о р е м а .  Т$рӗ лини тулашӗнче выртакан пёр точ- 
кӑранах ҫак т$рӗ лини патне перпендикуляр тата те- 
миҫе т айлӑк линисем туртсан:

1 53, 54 тата 55 параграфсенче „панӑ точкӑпа перпендикуляр тёпёхушшинчи 
перпендикуляр татЯкё* тата „панӑ точкӑпа тайлӑк лини тёпё хушшинчи тайлйк 
лини татӑкӗ* тесе калас вырӑнне кёскен „перпендикуляр" тата „тайлӑк лини* тенё.

А А

58 черт. 59 черт.
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1) икё  т айлӑк  ли н и  тӗпӗсемпе перпендикуляр  т ёпё 
хушшисем. пёртан пулсан, у н  пек т айлӑк  линисем  пёртан  
пулаҫҫӗ;

2) и кё  т айлӑк  ли н и  тёпёсемпе перпендикуляр  хуш ш исем  
пёртан мар пулсан, хйш  т а й лй к  ли н и  тёпёпе перпенди
к уля р  т ёпё хуш ш и пы сйкрах, ҫав т айлйк ли н и  ыт т и  
т айлйк  линисенчен пы сйкрах пулат ь.

1) АС  тата АО  (59 черт.) А точкӑран МЫ тӳрё лини патне турт- 
нӑ икӗ тайлӑк лини пулччйр, ҫав тайлйк линисен С тата И  тёпёсем
пе АВ  перпендикуляр тёпё хушшисем пёртан пулччйр, урӑхла 
каласан, СВ — ВО пултйр; ҫак тёрёссине кйтартмалла: АС — АО.

АВС  тата АВО  треугольниксен пёрлехи енё АВ  пур, унтан 
пуҫне услови тӑрӑх В С = В О  тата ^  АВС =  ^  АВО  (мёншён 
тесен вёсем—тӳрӗ кётессем); апла пулсан, ку треугольниксем — 
пёртан треугольниксем, ҫавйнпа та АС — АО) пулать.

2) АС  тата АЕ  (59 черт.) А точкӑран МЫ тӳрё лини патне 
туртнӑ икё тайлӑк лини пулччйр, ҫав тайлйк линисен тёпёсемпе 
перпендикуляр тёпё хушшисем пёртан мар пулччӑр; сймахран, 
ВЕ^>ВС  пултӑр. Ҫак тёрёссине кӑтартмалла: АЕ^>АС.

МЫ тӳрӗ лини тӑрӑх перпендикулярӑн тӗпӗнчен пуҫласа ВС 
тӑршшӗ ВО  татӑк виҫсе илер те АО  туртар. Маларах кӑтартса 
панӑ тйрйх АО — АС. АЕ  татӑка АО  татӑкпа танлаштарса пӑхар. 
АВЕ  кётес АВО  треугольник тёлёшёнчен унйн тулашёнчи кётесё 
пулса тйрать, ҫавйнпа та вӑл тӳрё кётесрен пысйкрах кётес пулать; 
апла эппин АОЕ  кётес пуклак кётес пулать, ҫавйнпа та АЕО  кётес 
шёвёр кётес пулма тивӗҫ (45 §); ҫапла ёнтё < /А О Е ^> ^А Е О  
пулать; апла пулсан тата АЕ^>АЕ), ҫавӑнпа та АЕ~^> АС  пулать.

55. Т ӳ р т ё н  т е о р е м  ӑ с е м. Турё лини  т улаш ёнче вы р
т акан пёр т очкйранах ҫак т $рё ли н и  ҫине перпенд икуляр  
тата т айлйк  линисем  т урт нй пулсан:

1) и кё  т айлйк  ли н и  пёрт ан пулсан, вёсен тёпёсемпе 
перпендикуляр т ёпё хуш ш исем пёртан пулаҫҫӗ;

2) икё  т айлйк  ли н и  пёртан мар пулсан, вй рйм раххин  
тёпёпе перпендикуляр т ёпё хуш ш и кёскереххин  тёпёпе 
перпендикуляр т ёпё хуш ш инчен пы сйкрах пулат ь.

Ҫак теоремйсем тёрёссине вӗренекенсен (хирӗҫле мелпе) хйй- 
сен кӑтартса памалла.

Тӳркӗтеслё треугольниксен пӗртанлӑх паллисем.
56. Треугольникён уйрӑм доказательство ыйтман икё палли. 

Тӳркӗтеслӗ треугольниксен катечёсем хушшинчи кётесёсем ки
рек хӑҫан та тӳрё кётессем пулаҫҫӗ. Апла пулсан:

1) пёр т уркёт еслё т реугольникён катечёсем тепёр тур- 
кёт еслё т реугольникён килёш У ллё кат ечёсемпе пёртан  
пулсан, у н  пек т реугольниксем  пёр-пёринпе пёрт ан пулаҫҫӗ\

2) пёр т уркёт еслё т реугольникён кат ечё т ат а у н  ҫу- 
мёнчи шёвёр кёт есё тепёр т уркёт еслё т реугольникён  
к и лёш уллё  катечёпе тата у н  ҫумӗнчи к и лӗш ӳллӗ  шёвёр 
кётесёпе пёрт ан пулсан, у н  пек т уркёт еслё т реугольник 
сем пёр-пёринпе пёртан пулаҫҫӗ.
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Треугольникён ҫак икё палли хӑйке уйрӑм доказательство 
ыйтмаҫҫё, мёншён тесен вёсем пӗтӗмӗшле паллӑсен уйрӑм пайё
сем пулаҫҫё. Тата икё паллӑ тӗрӗслӗхне кӑтартар, вӑл паллӑсем 
тӳркётеслё треугольниксен анчах пулаҫҫӗ.

57. Тӳркӗтеслӗ треугольникён уйрӑм доказательство ыйта- 
кан икӗ палли.

Т е о р е м ӑ с е м .  1) Пӗр туркётеслё т реугольникён гипо- 
т енузи тата унӑн  шёвёр кётесё тепёр т уркёт еслё тре
угольникён килӗш уллӗ  гипотенузипе тата унӑн  килӗш уллӗ  
шёвёр кётесёпе пёртан пулсан, ун  пек туркётеслё тре
угольниксем  пёр-пёринпе пёртан пулаҫҫӗ.

2) Пёр туркётеслё треугольникён гипотенузи тата унйн  
кат ечё тепёр туркётеслё т реугольникён килёш Уллё ги
потенузипе тата унйн  килёш уллё катечёпе пёртан п ул
сан, ун  пек т уркётеслё треугольниксем пёр-пёринпе пёртан 
пулаҫҫӗ.

1) АВС тата А УВХСУ (60 черт.) тӳркӗтеслӗ треугольниксем пулч
чйр, вёсен АВ =  А 1В1 тата /_ А =  /_ А Х пулччйр; ҫак треуголь
никсем пёртаннине кйтартмалла.

АВС треугольнике А УВУСУ треугольник ҫине хурар, вёсен пёр
тан гипотенузисене пёр-пёрин ҫине вырнаҫтарар.^ Ун чух вара 
А  кётес А у кётеспе пёртан пирки, АС катет А УСХ катет тйрйх 
каять. С точка Су точка ҫине вырнаҫма тивёҫ, мёншён тесен, 
•ҫак точкйсем пёр-пёрин ҫине вырнаҫмасан, ВС катет ВУС2 е ВУС3 
вырйнне йышйнёччё; вйл апла пулма пултараймасть, мёншён те
сен пёр Вх точкӑран АУСХ тӳрӗ лини ҫине икё перпендикуляр 
(В1С1 тата ВУС2 е ВХСХ тата ВУС3) антарма юрамасть.

2) Тӳркӗтеслӗ треугольниксенче (61 тата 62 черт.) ҫаксене 
панй пултйр: АВ — АУВ1 тата В С = В УСУ пулччйр; ҫак треуголь
никсем пёртаннине кйтартмалла.

АВС треугольнике А 1ВХС1 треугольник ҫине хурар, вёсен 
пёртан ВС тата ВХСХ катечёсене пёр-пёрин ҫине вырнаҫтарар. 
Ун чух вара, тӳрӗ кётессем пёртан пирки, СА катет СУА У катет 
тйрйх каять. АВ  гипотенуза А 1В1 гипотенуза ҫине вырнаҫма 
тивӗҫ, мёншён тесен унсйрйн АВ гипотенуза А 2ВУ тата А 3ВХ 
вырйнне йышйнёччё; ун чух вара перпендикуляр тёпёнчен пёр 
инҫёшре тйман икё пёртан тайлйк лини (АУВУ тата А 2ВУ е АУВУ 
тата А 3В^) пулёччё; вйл апла пулма пултараймасть (54 §).

в В,

60 черт. 61 черт. 62 черт.
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Тӳрӗ лини татӑкӗ варри урлӑ туртнӑ перпендикуляр свойстви 
тата кётес биссектрисин свойстви.

58. Тӳрӗ лини татйкӗ варри урлӑ туртнӑ перпендикуляр свой- 
ствипе кётес биссектрисин свойстви пӗр-пӗринпе ытла та пӗр 
евёрлӗ. Вёсен пёрьевёрлӗхне курма лайӑх пултӑр тесе, вӑл свой- 
ствӑсем ҫинчен параллельлё ҫырса хурар.

1) Пёр-пёр точка (К, 63 
черт.) тӳрё лини т атӑкё 
(АВ) варри урлӑ  иртекен 
перпендикуляр (МЫ) ҫинче 
выртать пулсан, вӑл точ
ка ҫак татӑк вӗҫёсенчен 
пёртан инҫӗшре тӑрать 
(урӑхла каласан, КА — КВ).

МЫ ±_АВ тата АО — ОВ, 
ҫавӑнпа А К  тата КВ татӑксем 
АВ  тёлёшёнчен тайлӑк лини
сем пулаҫҫё, вёсен тёпёсем 
перпендикуляр тёпёнчен пёр
тан инҫёшре тӑраҫҫӗ; апла пул
сан, КА — КВ пулать.

м

63 черт.

2 ) Т ӳ р т ӗ н  т е о р е м а .  
Пёр-пёр точка (К, 63 черт.) 
тӳрӗ линин А В татӑкӗ вё- 
ҫӗсенчен пёртан инҫӗшре 
тӑрать пулсан (урӑхла кала
сан, КА—КВ пулсан), вйл вара 
т ^рёлинин АВ татйкё вар
ри урла иртекен перпен
дикуляр ҫинче выртать.

К  точка урлӑ АВ  тӳрё ли
ни патне перпендикуляр анта-

1) Пёр-пёр точка (К, 64
черт.) (АОВ) кётесён (ОМ) 
биссектриси ҫинче выртать 
пулсан, вӑл ҫак кётессен 
енӗсенчен пёртан инҫӗшре 
тйрать (урӑхла каласан КО 
перпендикулярпа КС перпен
дикуляр пёртан пулаҫҫё).

ОМ биссектриса кётесе ҫур- 
маран уйӑрать, ОСК тата ОЪК 
тӳркӗтеслё треугольниксен 
пёрлехи гипотенузи тата О 
тӑрӑллӑ пёртан шёвёр кётесё- 
сем пур, ҫавӑнпа ҫак треуголь
никсем пёр-пёринпе пёртан пу- 
лаҫҫё; апла пулсан вара КС =  
— КГ) пулать.

О

2 ) Т ӳ р т ӗ н  т е о р е м а .  
Пёр-пёр точка (К, 64 черт.) 
кётес енёсенчен пёртан ин- 
ҫёшре тйрать пулсан  (урӑх- 
ла каласан КС перпендикуляр 
КО  перпендикулярпа пёртан 
пулсан), вйл вара ҫак кёте
сён биссектриси ҫинче выр
тать.

О тата К  точкӑсем урлӑ 
ОМ тӳрӗ лини туртар. Ун чух
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рар: М Ы лА В , ун чух вара икё 
туркётеслё треугольник (КАО 
тата КВО) пулса тӑрать; вёсем 
пёртан треугольниксем пулаҫ- 
ҫӗ; мёншён тесен вёсен пёрле- 
хи КО катет тата пёртан 
гипотенузӑсем пур; ҫавӑнпа 
АО — О В пулать. Апла пулсан. 
К  точка урлӑ АВ  татӑк патне 
перпендикулярлӑ иртекен М К  
тӳрё лини АВ  татӑка ҫурмаран 
уйӑрать.

вара икё тӳркӗтеслӗ треуголь
ник (ОСК тата ООК) пулса 
тӑрать; вёсем пёртан треуголь
никсем пулаҫҫӗ, мёншён тесен 
вёсен пёрлехи гипотенуза тата 
пёртан катетсем СК тата й К  
пур; ҫавӑнпа ҫак треугольник
сен О тӑрӑллӑ кётесёсем те 
пёртан пулаҫҫё. Апла пулсан, 
К  точка урлӑ туртнӑ ОМ тӳрӗ 
лини АОВ  кётесён биссектриси 
пулса тӑрать.

59. С л е д с т в и .  Ҫак икё теоремӑран (тӳрринчен тата тӳр- 
тённинчен) тата ҫакӑн пек х и р ӗ ҫ л е  т е о р е м ӑ с е м  кӑларса 
тӑратма пулать:

Пӗр-пӗр т очка т ӳрӗ л и 
ни т ат ӑкӗ  варри у р л ӑ  ир
т екен перпенд икуляр  ҫинче 
вырт маст ъ пулсан, вӑл  
т очка  ҫак т ат ӑк вӗҫӗсен- 
чен т анм ар инҫӗшре выр
тать. *

Пёр-пёр т очка кӗтес 
биссектриси ҫинче вы рт 
мастъ пулсан, ва л  ҫак кё 
тесён енӗсенчен т анмар  
инҫӗшре выртать.

Ҫак теоремӑсем тёрёссине вӗренекенсен (хирӗҫле мелпе) хӑй- 
сен кӑтартса памалла.

60. Геометрилле вырӑн. Точкӑсен пӗр-пӗр свойствӑллӑ гео
метрилле вырӑнё тесе линие (е пространствӑри ҫие) е, пӗтӗмӗшле 
каласан, точкӑсен ушкӑнне калаҫҫӗ, вӑл ушкӑнта ҫак свойствӑллӑ 
точкӑсем пурте пур, вӑл свойствӑсӑр точкӑсем унта пӗрре те ҫук.

Сймахран, панӑ С точкӑран панӑ г инҫӗшӗнче тӑракан точ- 
кӑсен геометрилле вырӑнӗ С центрлӑ тата г  радиуслӑ ҫавракӑш 
пулать.

Малти параграфсенчи теоремӑсенчен ҫаксем тухса тӑраҫҫӗ:
Панӑ икӗ точкӑран пӗртан инҫӗшӗнче тӑракан точкӑсен 

геометрилле вырӑне ҫак икӗ точкӑсене пёрлештерекен тӳре 
лини татӑкӗ варри ур лӑ  иртекен перпендикуляр пулать.

Кётесён икё енёнчен те пёртан инҫӗшре тӑракан точкӑсен 
геометрилле вырӑнё ҫав кётесён биссектрисси пулать.

IV. ЧЕРТЕЖ ТУМАЛЛИ ТӖП ЗАДАЧӐСЕМ.

61. Малтан асӑрхаттарни. Тёрӗслӗхӗсене кӑтартса панӑ мал
ти сыпӑксенчи теоремӑсем ч е р т е ж л а  хӑшпӗр задачӑсене тума 
пулӑшаҫҫё. Ҫакна калар: элементарнӑй геометри л и н е й к ӑ п а  
тата ц и р к у л ь п е  тума май килекен чертежсем ҫинчен анчах вё- 
рентет. Вӑхӑт сахалрах ирттермелле пултӑр тесе, чертеж тумалли 
треугольникпе тата хӑшпёр ытти хатӗрсемпе те усӑ кураҫҫё 
пулин те, чертеж тумалли задачйсене вӗсемсёр те шутлама пу
лать.
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62. 1-мёш з а д а ч а .  Треугольникён виҫӗ енё пулм алла а, Ь 
тата с татӑксетен  (65 черт.) треугольник т умалла.

Пёр-пёр МЫ тӳрё лини ҫинчен СВ татӑк виҫсе илер, вӑл 
татӑк треугольник тума панӑ енсенчен пӗрин тӑршшё, сймахран, 
а тйршшё пулмалла. Увтан С тата В точкӑсене центр туса, икё 
пёчёк пёкё туртар, пёр пёккине Ь тӑршшё радиуспа, тепёрне 
с тӑршшӗ радиуспа туртмалла; ҫак пёкёсем пёр-пёрне А точ- 
кӑра касса иртеҫҫӗ, ҫав А точкӑна С тата В точкйсемпе пёр- 
лештерер. / \А В С  эпир тупмалли треугольник пулса тӑрать.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Тӳрӗ линин виҫӗ татӑкё треугольникён 
енёсем пулма пултарччӑр тесен, вёсенчен чи пысӑкки ытти икё енён 
сумминчен пёчёкрех пулмалла (50 §).

63. 2-мёш з а д а ч а .  Панӑ АВС кётес пысӑкӑш тепёр кётес 
тумалла, унӑн енёсенчен пёри панӑ тӳрӗ лини пулм алла, 
тӑрри унӑн панӑ О точкӑра пулм алла  (О точка МЫ тӳрё лини 
ҫинче выртать, 66 черт.).

Панӑ кётесён В тӑррине центр туса, унйн икё енё хушшине 
пёр-пёр радиуспа ЕР пёкё туртар; унтан циркуль урисен хуш
шине улӑшгармасӑрах, унӑн ҫивчӗ вёҫне О точка ҫине лартса, 
РҪ) пёкё туртар. Малалла Р  точкӑна центр туса, ЕР  тӑршшӗ 
радиуспа аЪ пёкё туртӑр. Юлашкинчен, О точка тата Н точка 
(икё "пёкё пёр-пёрне касса иртнё тёлти точка) урлӑ тӳрӗ лини 
туртар. НОР кётес АВС  кётеспе пёртан пулать, мёншён тесен 
НОР треугольник РВЕ треугольникпе пёртан: вёсен килӗшӳллё 
енёсем пёр-пёринпе пёртан.

64. 3-мёш з а д а ч а .  Панӑ АВС кётесе ҫурмаран уйӑрмалла  
(67 черт.), тепёр майлӑ каласан, панӑ кётесён биссектрисине 
тумалла  е унйн симметри тёнёлне туртмалла. Панӑ кётесён 
В  тӑррине центр туса, унйн енёсен хушшине пёр-пёр радиуспа

А

а

а

65 черт.

Р 'Ы

66 черт.
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ОЕ  пёкё туртар. Унтан, циркуль урисене ОЕ  пёкё ҫурринчен 
ытларах сарса (1-мёш задачӑн асӑрхаттарнине пӑхӑр), О  тата Е  
точкӑсене центр туса, пёчёк пёкёсем туртар; ҫав пёкёсем 
пёрне-пёри пёр-пёр Е  точкӑра касса иртеҫҫӗ. Унтан ВЕ  тӳрӗ 
лини туртар, вал вара АВС  кётесён биссектриси пулса тӑрать.

Ҫак тёрёссине кӑтартма Е  точкӑна О  тата Е  точкӑсемпе 
пёрлештерер; ун чух вара икё треугольник (Д  ВЕР тата Д  ВОР) 
пулса тӑрать; вёсем пёр-пёринпе пёртан, мёншён тесен вёсен 
ВР пёрлехи енё пулать, чертежне пёртан тунипе ВО =  ВЕ  тата 
ОЕ =  ЕР пулаҫҫё. Треугольниксем пёртан пулнинчен ҫакӑ тухса 
тӑрать: /_ А В Р — /_ СВР.

65. 4-мёш з а д а ч а .  АВ тӳрӗ линин С точкинчен ҫак туре 
лини ҫине перпендикуляр тӑратмалла  (68 черт.).

Панӑ С точкӑн икё енчен АВ  тӑрӑх (пёр-пёр) пёртан татӑксем 
СО тата СЕ виҫсе илер. Е  тата ^  точкӑсене центр туса,

£
С

68 черт.

-В

циркулён сарнӑ урисене улӑштармасӑр (анчах циркулён урисене 
СО тӑршшёнчен пысӑкрах сармалла), икё пёчёк пёкёсем тур
тар; ҫак пёкёсем пёр-пёр Р  точкӑра пёрне-пёри касса иртеҫҫӗ. 
С тата Р точкӑсем урлӑ тӳрё лини туртар, вӑл вара эпир шы- 
ракан перпендикуляр пулать.

Чӑнах та, чертеж тунинчен ҫакӑ курӑнса тӑрать: Е точка^ О  
тата Е  точкӑсенчен пёртан инҫӗшре тӑрать; ҫавӑнпа вӑл тӳрё

•С

69 черт.

<В
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линин ОЕ  татӑкӗ варри урлӑ иртекен перпендикуляр ҫинче вырт- 
ма тивёҫ (58 §); ҫак татӑкӑн варри — С точка; С тата Е точка- 
сем урлӑ нӗр тӳрӗ лини анчах туртма пулать; апла пулсан, 
ЕС _1_ ОЕ  пулать.

66. 5-мёш з а д а ч а .  Панӑ А точкӑран панӑ ВС тӳрӗ лини  
ҫине перпендикуляр антармалла (69 черт.).

А точкӑна центр туса, циркуль урисене мён чухлё те пулин 
сарса (анчах циркуль урисен хушши А  точкӑпа ВС тӳрё лини 
хушшинчен пысӑкрах пулмалла), пёкё туртар; вӑл пёкё ВС тӳрё 
линие пёр-пёр О  тата Е  точкӑсенче касса иртет. Ҫак точкӑсене 
центр туса, циркуль урисене мён чухлё те пулин сарса (анчах 
циркуль урисем хушши ОЕ  татӑк ҫурринчен пысӑкрах пулмалла), 
ҫак хушша улӑштармасӑрах икё пёчёк пёкё туртар; вёсем 
пёрне-пёри пёр-пёр Е  точкӑра касса иртеҫҫё. АЕ  тӳрӗ лини вара 
эпир шыракан перпендикуляр пулса тӑрать.

Чӑнах та, чертеж тунинчен ҫакӑ курӑнса тӑрать: А тата Е 
точкӑсенчен кашни точки О  тата Е точкӑсенчен пёртан инҫёшре 
тӑрать. Ҫакӑн пек точкӑсем О Е  татӑк варри урлӑ туртнӑ пер
пендикуляр ҫинче выртаҫҫё (58 §).

67. 6-мёш з а д а ч а .  Тӳрӗ линин панӑ АВ татӑкӗ варри ур л ӑ  
перпендикуляр туртмалла  (70 черт.); урӑхла каласан, АВ та- 
тӑкӑн симметри тӗнӗлне тумалла.

А тата В точкӑсене центр туса, циркуль урисене мён чухлё 
те пулин сарса (вӑл хушӑ АВ  ҫурринчен пысӑкрах пулмалла), 
ҫак хушша улӑштармасӑрах, икё пёкё туртар; вёсем пёрне-пёри 
пёр-пёр С тата О  точкӑсенче касса иртеҫҫё. СО тӳрӗ лини вара 
эпир шыракан перпендикуляр пулса тӑрать.

Чӑнах та, чертеж пулнинчен ҫакӑ курӑнса тӑрать: С тата О  
точкӑсенчен кашни точки А тата В точкӑсенчен пёртан инҫӗшре 
тӑрать; ҫавӑнпа ҫак точкӑсем АВ  татӑкӑн симметри тӗнӗлӗ ҫинче 
выртма тивӗҫ.

7-мёш з а д а ч а .  Тӳрӗ линин панӑ татӑкне (70 черт.) ҫурма- 
ран уйӑрмалла. Ку задачӑна маларах кӑтартнӑ задача тунӑ пекех 
тумалла.

68. Йывӑртарах задачӑн примере. Ҫак тёпре тӑракан задачӑ- 
сем пулӑшнипе йывӑртарах задачӑсене те тума пулать.

З а д а ч а .  Треугольникён тӗпӗ Ь, тӗпӗ ҫумӗнчи кётесё а,

р

ь

Е

71 черт.
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лякённи ике енён сумми 8 пултӑр-, ҫаксене пӗлнипе треуголь
ник т умалла  (71 черт.).

Задача шутламалли план тӑвас тесе, ҫапла калар: задача 
шутласа кӑларнӑ пултӑр, урӑхла каласан, ҫакӑн пек /\А В С  тӳса ху
ла пултӑр: унӑн тёпё А С = Ъ , ^ А  ==а тата АВ +  ВС =  з пулччӑр. 
Халь ёнтё ҫак треугольник пулнӑ чертежа пӑхса тухар. Треуголь
никён Ъ татӑк тӑршшӗ АС  енне тата уиӑн а кётеспе пёртан А 
кётесне тума пёлетпёр эпир. Апла пулсан, треугольникён тепёр 
енё ҫинче В точкатупмалла; ӑна тупсан, АВ-Ҫ-ВС суммах-па пёр
тан пулмалла. Треугольникён АВ  енне малалла тӑсса, ун ҫинчен 
АО  татӑк виҫсе илер; АО  татӑк х-па пёртан пулмалла.

Халь ёнтё АО  тӳрё лини ҫинче С тата О  точкӑсенчен пёр 
инҫӗшре тӑракан В точка тупмалла. Эпир пёлетпёр (58 §), ҫавӑн 
пек точка СО татӑкӑн варри урлӑ туртнӑ перпендикуляр ҫинче 
выртмалла. В точка ҫак перпендикуляр АО  тӳрё линие касса 
«ртнё тёлти точка пулать.

Ҫапла ёнтё, задача шутлани ҫакӑ пулать: панӑ а кётес пы- 
сӑкӑшӗ А кётес (71 черт.) тӑватпӑр; унӑн енёсем ҫине АС — Ь 
тата АО  =  8 виҫсе хуратпӑр, 75 точкӑна С точкӑпа пӗрлеште- 
ретпӗр. СО варри урлӑ ВЕ  перпендикуляр туртатпӑр; перпен
дикуляр АО  татӑка касса иртнӗ тӗлти точкӑна, урӑхла каласан, 
В  точкӑна С точкӑпа пӗрлештеретпёр. Ҫапла тунипе пулнӑ Д  АВС 
эпир шыракан треугольник пулать, мёншён тесен вӑл задачӑн 
пур требованисемпе те килёшсе тӑрать: унӑн АС — Ь, ^ А — а 
тата АВ-}г ВС =  8 (мёншён тесен В О — ВС).

Чертежа пӑхса тухсан, ҫакна калама пултаратпӑр: треуголь
никён панӑ пайёсем кирек епле пулсан та, задача тёрёс пулать, 
теме пултараймастпӑр эпир. Чӑнах та, панӑ сумма Ь тёлёшёнчен 
ытла та пёчёккё пулсан, ВЕ  перпендикуляр АО татӑка касса 
«ртме пултараймасть (е вӑл АО  тӑсӑмне А точка е О  точка 
хыҫӗнче касса иртме пултарать); ун чух вара задачӑна т у м а  м а й  
к ил м е с т .  Чертеж тумасӑрах ҫакна курма пулать: 8 < Ь е з  =  Ь 
пулсан, задача тёрёс мар пулать, мёншён тесен ниепле треуголь
никён те икё енён сумми виҫҫёмӗш енёнчен пёчёкрех е унпа 
пёртан пулма пултараймасть.

Задача тума май килекенскер пулсан, ӑна шутласа тупмалли 
тепӗрре ҫех пулать, урӑхла каласан, задачӑн требованийёсемпе ки- 
лёштерекен треугольник пёр треугольник кӑна пур, мёншён тесен 
ВЕ  перпендикуляр АО тӳрӗ линие пёр точкӑра анчах касса иртет.

69. А с ӑ р х а т т а р н и .  Пӑхса тухнӑ примертан ҫакӑ курӑнса 
тӑрать: чертеж тумалли йывӑр задачӑна шутласси тӑватӑ пайлӑ 
•пулать:

1) Задача шутласа кӑларнӑ тейӗпӗр, ним хатӗрсёр, алӑ вӗҫ- 
ҫӗн кӑна, хамӑр шыракан фигура майлӑскер чертеж тӑвар; унтан 
вӑл чертежа лайӑх пӑхса тухса, ҫак йывӑр задачӑра хамӑр пӗ- 
лекен ытти задачӑсенчи пек ҫыхӑнусем тупма тӑрӑшмалла; вӑл 
ҫыхӑнусене задачӑн панӑ пайёсемпе тупмалли пайёсем хушшин- 
че шырамалла. Задачӑна шутлассин ҫак пайӗ унӑн чи кирлё пайӗ 
пулать, унӑн тӗллевӗ задача шутлассин планне тӑвасси пулать, 
ӑна анализ теҫҫӗ.
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2) Ҫапла вара задачӑна шутлассин планне тунӑ хыҫҫӑн, ун тӑрӑх 
чертежа тӑваҫҫӗ.

3) Унтан, планне тӗрӗслес тесе, вёреннӗ теоремӑсемпе усй 
курса, тунӑ фигура задачӑн пур требованийӗсемпе те килӗшсе 
тӑнине кӑтартса параҫҫӗ. Ку пая синтез теҫҫӗ.

4) Унтан вара ҫакӑн пек ыйтусем лартаҫҫё: треугольникён 
панӑ пайёсем кирек епле пулсан та, задача тёрёс пулать-ши? 
Задачӑн отвечё пӗрре-ши, е темиҫе-ши? Задэчӑра,епле те пулин 
хӑйне уйрӑм тӑракан тӗслёхсем ҫук-ши? Чертеж тӑвасси хӑҫан 
ҫӑмӑл пулать-ши, е хӑҫан йывӑр пулать-ши? Шутланин ҫак пайё 
задачӑна тӗпчени пулать, теҫҫё.

Задача пит ҫӑмӑл пулсан тата унӑн тӗрӗслёхё ҫинчен иккӗлен- 
мелли нимӗн те ҫук пулсан, анализпа тӗпчеве яланах сиктерсе 
хӑвараҫҫӗ; ун чух тӳрех задачӑна шутламалли чертеж туса, вӑл 
тёрёссине кӑтартса параҫҫё. Эпир те ҫак сыпӑкри пирвайхи ҫичӗ 
задача шутлани ҫинчен ҫырнӑ чух ҫапла турӑмӑр; малалла та, 
йывӑр мар задачӑсене шутлани ҫинчен ҫырма тӗл килсен, ҫаплах 
тӑвӑпӑр.

УП РАЖ Н ЕН И СЕМ .
Ҫ а к  т е о р е м ӑ с е м  т ӗ р ӗ с с и н е  к ӑ т а р т с а  п а м а л л а .

1- Танураллй треугольникре икё медиана пӗр-пёринпе пёртан, икё биссектриса 
пёр-пӗринпе пӗртан, икӗ ҫӳллӗш пӗр-пӗринпе пӗртан.

2. Танураллӑ треугольникён кашни пёртан енё варринчен тепёр пёртан 
енне касса иртекен перпендикулярсем тӑратсан, вӑл перпендикулярсем пёр- 
пёринпе пёртан пулаҫҫӗ.

3. Кётес биссектрисипе перпендикулярлӑ тӳрё лини ҫав кётесён енёсенчен 
пёртан татӑксем касса иртет.

4. Треугольникён медиани унӑн периметр ҫурринчен пёчёкрех.
5. Треугольникён медиани хӑйён ик аякӗнчи енёсен ҫурсумминчен пёчёкрех.
К й т а р т с а  п а н и .  Медианӑна тата хӑй тйршшё малалла тӑсмалла, унтан

медиана тӑсймӗн вӗҫӗнчи точка медиана уйӑрнӑ енён пёр вӗҫӗпе пёрлештермелле. 
Ҫапла тунй фигурйна пйхса тухмалла.

6. Треугольник медианисен сумми ун периметрёнчен пёчёкрех, ҫурма-пе- 
риметрёнчен пысйкрах.

К ӑ т а р т с а  п а н и .  Ҫакӑн умёнчи упражнение пӑхӑр тата 50 § следствие 
те пйхйр.

7. Четырехугольник диагоналёсен сумми унйн периметрёнчен пёчёкрех, ҫур- 
ма-периметрӗнчен пысйкрах.

8. Тӳрӗ теорема тёрёссине кӑтартнӑ пек ҫакна кӑтартса памалла: тӳрӗ лини 
татӑкё варри урлӑ туртнй перпендикуляр ҫинче выргмш кирек хйш точка та 
ҫак татӑк вёҫёсенчен пёр инҫӗшре тӑмасть, ҫав точка перпендикулярӑн хӑш енче 
выртать, ҫав енчи татӑк вёҫне ҫывйхарах тйрать.

9. Тӳрё теорема тёрёссине кӑтартнй пек ҫакна кӑтартса памалла: кётес бис
сектриси ҫинче выртман кирек хӑш точка та ҫав кётесён енёсенчен пӗр инҫӗшре 
тӑмасть.

10. Треугольникён пӗр-пӗр тӑрринчен тухакан медиана унйн ытти икё тйр- 
ринчен пёр инҫӗшре тӑрать.

11. А кётесён пёр енё ҫине АВ  тата АС  татӑксем виҫсе хунй тата тепёр енё 
ҫине А В  тйршшё АВ' тата АС  тӑрӑшшӗ АС' татӑксем виҫсе хунӑ. Ҫак тёрёс
сине кйтартса памалла: ВС' тата В 'С  тӳрӗ линисем А кётесён биссектриси ҫинче 
пёр-пёрне касса иртеҫҫӗ.

12. 11-мӗш задачӑран кётес биссектриси чертежне тумалли мел тупса кйлар- 
малла.

13. А  тата А ', В тата В' икё мӑшӑр точка пӗр-пӗр X V  тӳрӗ лини тёлёшён
чен симметриллё пулсан, вара тӑватӑ точка: А, А ', В, В' пёр ҫавракӑш ҫннче 
выртаҫҫӗ.
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14. Х О У  шёвёр кӗтес панЗ, тата ҫак кӗтес йшёнче А  точка панӑ. Кётесён 
О Х  енӗ ҫинче В  точка тата ОУ  енӗ ҫинче С  точка тупмалла; ҫапла тунӑ Д  АВС 
чи пӗчӗк периметрлЗ треугольник пулмалла.

К З т а р т с а  п а н и .  Тупнӑ точкӑсем кётесён О Х  тата ОУ  енёсен тёлёшён
чен А  точкӑпа симметриллё пулмалла.

Ч е р т е ж  т у м а л л и  з а д а ч З с е м .

15. Икё, виҫӗ тата ытларах та кётессен суммин чертежне тумалла.
16. Икё кётесён разноҫӗн чертежне тумалла.
17. Икё кӗтесӗй панй сумми тата разноҫӗ тйрйх кӗтесӗсене хййсене тупмалла.
18. Кётесе 4, 8 тата 16 пёртан пая уйӑрмалла.
19. Панӑ кётесён тулашӗнчен унӑн тӑрри урлӑ тӳрӗ лини туртмалла, вал 

лини кётес енёсемпе пёртан кётессем пулмалла.
20. Треугольник тумалла: а) унйн икё енёнчен тата вёсен хушшинчи кёте- 

сёнчен; Ь) пёр енёнчен тата ҫав ен вёҫӗсен ҫумӗнче выртакан икё кётесёнчен; 
с) икё енёнчен тата пысӑк енне хирӗҫ выртакан кётесёнчен; 8) икё енёнчен 
тата пёчёк енне хирӗҫ выртакан кётесёнчен (кунта икё е пёр решена пулать, е 
пёр решени те пулмасть).

21. Т а н у р а л л ӑ  треугольник тумалла: а) унӑн тёпёпе аякёнчи енёнчен; 
Ь) тёпёпе ун ҫумӗнче выртакан кётесёнчен; с) аякёнчи енёпе тйрринчи кёте
сёнчен; 8) аякёнчи енёпе тёпё ҫумӗнчи кётесёнчен.

22. Т ӳ р к ё т е с л ӗ  треугольник тумалла: а) унӑн икё катетёнчен; Ь) кате- 
чёпе гипотенузинчен; с) катечӗпе ун ҫумӗнче выртакан шёвёр кётесёнчен.

23. Т а н у р а л л й  треугольник тумалла: а) унӑн ҫӳллӗшӗпе аякёнчи енён
чен; Ь) ҫӳллӗшӗпе тӑрринчи кётесёнчен; с) тёпёпе ун вӗҫӗнчен аякёнчи енё 
ҫине антарнӑ перпендикуляртан.

24. ГипотенузЗпа шёвёр кётесрен т ӳ р к ӗ т е с л ӗ  треугольник тумалла.
25. Кётес Зшёнчи точка урла тӳрё лини туртмалла, вЗл лини кётес енёсен

чен пёртан пайсем касса илмелле.
26. Икё татӑкӑн панЗ сумми тӑрӑх тата вёсен разноҫё тӑрЗх татӑкёсене 

хӑйсене тупмалла.
27. Панӑ татӑка 4, 8, 16 пёртан пая уйӑрмалла.
28. Панӑ тӳрӗ лини ҫинче точка тупмалла, вЗл точка (тӳрӗ лини тулашёнче) 

панӑ икё точкӑран пёртан инҫӗшре тӑмалла.
29. Треугольникён виҫӗ тӑрринчен пёртан инҫӗшре тӑракан точка тупмалла.
30. Кётесён енёсене касса иртекен тӳрӗ лини ҫинче точка тупмалла, вӑл 

точка ҫак кётесён енёсенчен пёр инҫӗшре тЗмалла.
31. Треугольникён виҫё енёсенчен пёр инҫӗшре тӑракан точка тупмалла.
32. Вӗҫсӗр АВ  тӳрӗ лини ҫинче С  точка тупмалла, ҫав С  точкЗран А В  тӳрӗ 

линин пёр енче выртакан М  тата N  точкӑсем урлӑ СМ  тата СМ ҫурматӳрли- 
нисем туртмалла, ҫак ҫурмалинисемпе СА  тата СВ  ҫурмалинисенчен тунӑ кётес
сем пёртан пулмалла.

К ӑ т а р т с а  п а н и .  М ' точка АВ  тёнёл тёлёшёнчен М  точкӑпа симмет
риллё тумалла тата М ' точкЗпа N  точка пёрлештермелле.

33. Катетран тата гипотенузӑпа тепёр кате1 сумминчен тӳркӗтеслӗ треуголь
ник тумалла.

34. Тёпӗнчен, тёпё ҫумӗнче выртакан кётесрен тата икё енён разноҫӗнчен 
треугольник тумалла [икё тёслӗх пЗхса тухмалла: 1) тёпё ҫумӗнче выртакан 
икё кётесрен п ё ч ё к р е х  кётесне панӑ пултӑр, 2) вёсенчен п ы с й к р а х  кё
тесне панӑ пултЗр].

' К З т а р т с а  п а н и .  68 § задача пӑхӑр.
, 35. Катетпа тата ытти икё енё разноҫӗнчен тӳрё кётеслё треугольник тумалла.

36. А  кётес тата В  точкЗпа С  точка пана; пёр точки кётесён пёр енё ҫинче, 
тепёр точки ун тепёр енё ҫинче выртать. Ҫакна тупмалла: 1) кётесён енёсенчен 
пёртан инҫӗшре тЗракан М  точкӑна тупмалла тата М С  =  М В  пулмалла; 2) кё
тесён енёсенчен пёртан инҫӗшре тЗракан ./V точкйна тупмалла, вара АГС — СВ  
пулмалла.

37. Чугун ҫул ҫывӑхӗнче икё ял А  тата В  пур. (Тӳрӗ лини формЗлла) чу
гун ҫул линийӗ ҫинче А  тата В  ялсенчен пёр инҫӗшре тӑракан станди вырйнне 
тупмалла. ,

38. А кётес панЗ тата унӑн пёр енё ҫинче выртакан В  точка панй. Кётесён 
тепёр енё ҫинче С  точка тупмалла, СА  +  СВ  сумма I татЗкпа пёртан пулмалла.
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V. ПАРАЛЛЕЛЬЛӖ ТӲРӖ ЛИНИСЕМ.

Тӗп теоремӑсем.

А С

В О

72 черт.

70. О п р е д е л е н и .  Кирек мён чухлё малалла тӑссан та, пӗр 
тӳремҫире выртакан икё лини пӗр-пӗрне тӗл пулса касӑлмаҫҫё 
пулсан, ҫавӑн пек икё линие параллельлё линисем теҫҫӗ.

Тӳрӗ линисен параллельноҫне || паллӑпа ҫыраҫҫӗ. Сӑмахран, 
АВ  тата С£) пёр-пёринпе параллельлё пулсан, акӑ ҫапла ҫыраҫҫё: 
АВ  || СО.

Параллельлё тӳрё линисем пулма пултарни ҫинчен ак ҫак 
теорема кӑтартса тӑрать.

71. Т е о р е 
ма. Пёр тӳрӗ 
лини МЫ пат
не туртнӑ 
икё перпенди
куляр  {АВ та
та СО, 72 черт.), 
кирек мён чух
л ё  тйссан та, 
пёр-пёрне тёл
пулса касӑл- м  ^  л/
маҫҫӗ.

Чӑнах та,
ҫак перпендикулярсем, пӗр-иӗр Р  точкӑра тёл пулса касӑлас пул
сан, вара ҫак точкӑран МЫ тӳрӗ лини ҫине икё перпендикуляр 
антарма май пулнӑ пулёччё, анчах вӑл пулма пултараймасть (24 §).

Ҫапла ёнтё, пёр тӳрӗ лини патне туртнӑ икё перпендикуляр 
пёр-пёринпе параллельлё.

72. Икё тӳрӗ линие виҫҫӗмӗш касса иртнё чух пулакан кё
тессен ячёсем.

Икё тӳрӗ лини (АВ тата СО, 73 черт.) виҫҫӗмӗш тӳрё линипе 
(МЫ) касӑлнӑ пултӑр. Ун чух вара 8 кётес (эпир вёсене циф- 
рӑсемпе паллӑ тунӑ) пулса тӑрать. Вёсен ячӗсем мӑшӑрӑн-мӑшӑ- 
рӑн ҫаксем пулаҫҫё:

пӗрмайлӑ выртакан (килёшӳллӗ) кётессем: 1 тата 5, 4 тата 
8, 2 тата 6, 3 тата 7;

хёреслё выртакан кётессем: 3 тата 5, 4 тата 6 (шалтисем);
1 тата 7, 2 тата 8 (тулашёнчисем);

пёр енчи кётессем: 4 тата 5, 3 тата 6 (шалтисем); 1 тата 5,
2 тата 7 (тулашёнчисем).

73. Икё тӳрё линин параллельноҫӗн паллисем. Икё тӳрё лини  
(АВ тата СО, 74 черт.) виҫҫӗмӗш тӳрӗ линипе (МЫ) касӑлнӑ  
чух: 1) пёрмайла выртакан кётессенчен пёр-пёр кётесёсем 
пёртан пулсан, е

2) хёреслё выртакан кётессенчен пёр-пёр кётесёсем пёр
тан пулсан, е

3) шалти е тулашёнчи пёр енчи кётессенчен пёр-пёр 
ик кётесён сумми 2ӑ-пе пёртан пулсан,
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вара ҫавӑн пек икӗ тӳрӗ лини пёр-пёринпе параллельлё  
пулаҫҫӗ.

Сӑмахран, 2 тата 6 пёрмайлй выртакан кётессем пёртан 
пулччӑр; ун чух вара АВ  || СО пулать; ҫак тёрёссине ёнтё кй- 
тартмалла.

Тепёр майлӑ шутлӑпйр, урйхла каласан, АВ  тата СО тӳрӗ лини
сем пёр-пёринпе параллельлё мар тейёпёр, ун чух вара ҫак тӳрё 
линисем МЫ линин сылтйм енче выртакан пёр-пӗр р точкйра, е МЫ 
линин сулахай енче выртакан пёр-пёр р' точкӑра пёр-пёрне касса 
иртмелле. АВ  тата СО тӳрӗ линисем р  точкйра пёр-пёрне касса 
иртеҫҫӗ пулсан, ун чух вара треугольник пулса тӑмалла; вйл тре
угольникён 2-мёш кётесё унӑн тулашёнчи кётесё пулать, 6-мёш 
кётесё унйн тулашёнчи 2-мёш кётесёпе юнашар тӑман шалти 
кётесё пулать; ҫапла вара 2-мёш кётес 6-мёшёнчен пысйкрах 
пулма тивӗҫ (44 §). Анчах апла пулма пултараймасть: вӑл тео- 
ремйра Панине хирёҫле пулать. Апла эппин АВ  тата СО тӳрӗ 
линисем МЫ  линин сылтӑм енче выртакан пёр-пёр р  точкӑра пёр- 
пёрне касса иртме пултараймаҫҫё. АВ тата СО тӳрӗ линисем 
пёр-пёрне р' точкйра касса иртмелле пулччӑр, ун чух вара тре
угольник пулса тӑмалла; вӑл треугольникён 4-мёш кётесё, 2-мёш 
кётесёпе танскер, треугольникён шалти кётесё пулать; 6-мёш 
кётесё шалти 4-мёш кётесёпе юнашар тӑман треугольникён ту
лашёнчи кётесё пулать; ун чух вара 6-мёш кётес 4-мёшёнчен, 
апла пулсан, 2-мёшёнчен те пысйкрах пулма тивёҫ. Анчах апла 
пулма пултараймасть: вал—теоремйра панине хирӗҫле пулать.

Апла эппин АВ  тата СО тӳрӗ линисем МЫ линин сулахай енче 
выртакан р' точкйра пёр-пёрне касса иртме пултараймаҫҫё; ҫапла 
вара ҫак тӳрӗ линисем ниҫта та пёр-пёрне касса иртмеҫҫӗ, урйхла 
каласан, вёсем пёр-пёринпе параллельлё пулаҫҫё.

Ҫак тёрёссине те ҫаплах кйтартаҫҫӗ: /_1 — / 5 ,  е / _ 3 = / _ 7  
т. ыт. пулсан, АВ  || СО пулать.

Тата ҫакна панй пултйр: / .  4 -\- /_ э  — 2ӑ пултйр; ун чух вара 
/_ 6 пулать, мёншён тесен 6-мёш кётеспе 5-мёш кётесён 

сумми те 2й пулать. Анчах /_ 4 — /_ 6 пулсан, вара тӳрӗ лини
сем пёрне-пёри касса иртме пултараймаҫҫё, мёншён тесен вёсем 
пёр-пёрне касса иртес пулсан, 4-мёш кётеспе 6-мёш кётес пёр- 
пёринпе пёртан пулма пултараймёччӗҫ (пёр кётесё тулашёнчи 
кётес пулёччё, тепёри унпа юнашар тйман шалти кётес пулёччё).

74. З а д а ч а .  Панӑ М  точка у р л й  (75 черт.) АВ тӳрӗ ли 
нипе параллельлё тӳрӗ лини туртмалла.

м

N
74 черт. 75 черт.
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Ҫак задача чи ҫӑмӑл шутласа кӑларасси ҫакӑ пулать: М  точ- 
кӑна центр туса пёр-пёр радиуспа СО пёкб туртатпйр; унтан„ 
С точка центр туса, ҫав радиуспах МЕ пёкё туртатпӑр. Унтан,. 
С точка центр туса, циркуль урисене ЕМ  тӑршшӗ сарса, пёчёк 
пёкё туртатпйр; вйл пёкё СО пёкёне пёр-пёр Е точкӑра касса 
иртет. МЕ тӳрё лини АВ  тӳрӗ линипе параллельлё пулать.

МЕ тӳрё линипе АВ  тӳрё лини параллельлё пулнине кйтарт- 
ма, пулӑшакан тӳрё лини МС туртар. 1-мёшпе 2-мёш кётессем 
пёртан: чертеж тунӑ чух вёсене пёртан тунӑ (мёншён тесен 
ЕМС треугольникён виҫё енё МСЕ треугольникён виҫё енёпе 
те пёртан); хёреслё выртакан кётессем пёртан пулсан, вара ли
нисем пёр-пёринпе параллельлё пулаҫҫӗ.

Параллельлё тӳрё линисене треугольникпе тата линейкйпа 
тума питӗ аван, ӑна эпир 76 чертежран куратпӑр.

75. Параллельлё линисен аксиоми. Пёр т очка у р ла х  пёр 
тӳрӗ линипе параллельлё  икё т ёрлё тӳрӗ лини туртма 
май килмест.

Сӑмахран, СЕ || АВ  пулсан, (77 черт.) вара С точка урлӑ туртнӑ 
урӑх нимӗнле тӳрё лини те (СЕ') АВ  линипе параллельлё пулма 
пултараймасть, урйхла каласан, СЕ' тӳрӗ линие малалла тйссан„ 
вйл вара АВ  линие 
касса иртет.

Ҫак предложе
ни тёрёссине кй- А 
тартма,урйхла ка
ласан, ӑна малта 
йышйннй аксиомй- 
сен следствийё ту
ма, май ҫук. Ҫа- 
вйнпа йна пёр-пёр 76 чеРт-
ҫӗнӗ йышйну (по
стулат е аксиома вырйнне хисеплеме тивет).

76. С л е д с т в и с е м :  1) СЕ || АВ пулсан (77 черт.) тата пёр- 
пёр шҫҫӗмӗш тӳрӗ лини (СЕ') ҫак параллельлё линисенчен 
пёрне касса иртет пулсан, вйл вара тепёрне те касса иртет. 
Унсйрйн пёр С точка урлах пёр АВ  тӳрё линипех параллельлё 
икё тёрлё тӳрӗ лини (СЕ' тата СЕ) туртма пулёччё, анчах вйл 
пулма пултараймасть.

2) Икё турё линирен А тата В (78 черт.) кашни линииё 
виҫҫӗмёш тӳрӗ линипе (С) параллельлё пулсан, вёсем вара пёр- 
пёринпе параллельлё пулаҫҫё.

Чйнах та, А тата В тӳрё линисем пёр-пёрне М  точкйра касса
£'



иртмелле пулсан, ун чух вара ҫак М  точка урлӑ С тӳрӗ линипе 
параллельлё икё тёрлё тӳрӗ лини иртӗччёҫ, анчах вӑл пулма 
пултараймасть.

77. Икё параллельлё тӳрё линие вёсемпе параллельлё мар 
виҫҫӗмӗш тӳрё лини касса иртнё чух пулнӑ кётессем ҫинчен

Т е о р е м а  (тӳртӗн теорема, 73 §). И кё п а р а л л е л ь л ё  т ӳрё  
ли н и е  (АВ тата С Д  79 черт.) пёр-пёр т ӳрӗ ли н и  (МЛ/) касса  
ирт нё пулсан , у н  чух  вара:

1) к и л ё ш у л л ё  кётессем пёр-пёринпе пёртан пулаҫҫӗ;
2) хёр еслё  вы рт акан кётессем пёр-пёринпе пёрт ан пу

ладдё;
3) пёр енчи ш алт и кётессен сумми 2ӑ-пе пёрт ан пулат ь;
4) пёр енчи т улаш ёнчи кётессен сум ми 2ӑ-пе пёртан  

пулат ь.
Сӑмахран, ҫак тёрёссине кӑтартар: АВ  || СО пулсан, килӗшӳллё 

а  тата Ь кётессем пёр-пёринпе пёртан 
пулаҫҫё. м

Тепёр майлӑ шутлйпйр, урӑхла каласан, 
ҫак кётессем пёртан мар тейёпӗр (сймах- 
ран, /_ а >  /_ Ь пултӑр). /_ Ъ кётес пысй- 
кӑшё М ЕВХ кётес тӑвар, ун чух вара АВ 
тӳрё лини ҫине вырнаҫман А ХВ Х тӳрӗ 
лини пулса тӑрать; ҫапла ёнтё Е  точка 
урлӑ пёр СО тӳрё линипех параллельлё 
икё тёрлё тӳрӗ лини иртеҫҫё; тӳрех кала
сан, теоремӑри услови тӑрӑх АВ  || СО та
та килӗшӳллӗ М ЕВХ тата Ь кётессем пёр- 
пёринпе пёртан пирки А ХВХ || СО пулать. 79 черт_
Ку вара параллельлё линисен аксиомине
хирёҫле пулса тӑрать; ҫапла ёнтё а кётес Ь кётеспе пёртан мар 
тенине пӑрахма тивет: ҫакна йышӑнмалла пулать: /_ а || /  Ь.

Теоремӑн ытти заключенийёсем тёрёссине те ҫак майпах кй- 
тартма пулать. Тӗрёслёхре кйтартнй предложенисенчен тӳрех 
ҫак теорема тухса тӑрать:

И кё п а р а л л е ль лё  линирен  пӗринпе перп енд и куляр лӑ  ли ни  
т епёр ли ни п е  те пер п ен д и куляр лӑ  пулат ь.

Чӑнах та, АВ  || СО (80 черт.) тата МЕ±_АВ пулсан, вара, пёр- 
ремёшёнче, АВ  линие касса иртекен МЕ  лини СО линие те пёр- 
пёр В точкйра касса иртет; иккёмёшӗнче, киллӗшӳллӗ а тата Ь 
кётессем пёр-пёринпе пёртан пулаҫҫӗ. Анчах /  а тӳрӗ кётес, ҫа- 
ванпа Ъ кётес те тӳрӗскер пулать, урйхла каласан, М Е  X  СО.

78. Тӳрӗ линисен параллельноҫсӗрлӗх паллисем. Икётеоремй- 
ран: тӳрринчен (73 §) тата йна тӳртӗнничен (77 §) ҫакӑн пек 
заключени тухса тйрать: х и р ӗ ҫ л е  т е о р е м й с е м  т е  т ё р ё с ,  
урйхла каласан:

икё тӳрӗ линие виҫҫӗмӗш тӳре лини касса иртнё чух: 1) пёр- 
м айлӑ выртакан кётессем п ё р-п ё р и н п е  п ё р т а н  м а р  п у л 
с а н  е 2) хёреслё выртакан шалти кётессем п ё р - п ё р и н п е  
п ё р т а н  м а р  п у л с а н  т. ыт. те, вара тӳрӗ линисем  п ё р - п ё- 
р и н п е  п а р а л л е л ь л ё  м а р  п у л а ҫ ҫ ӗ ;
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икё тӳрӗ лини п ӗ р - п ӗ р и н п е  п а р а л л е л ь л ё  м а р  п у л -  
с а н ,  вӗсене виҫҫӗмӗш тӳрӗ лини касса иртнё чух пулнӑ:

м в £>

О

А

Г

Е

■О

В

/

80 черт. 81 черт.

1) пёрмайлӑ выртакан кётессем п ё р - п ё р и н п е  т а н  м а р  
п у л а ҫ ҫ ё, 2) хёреслё выртакан шалти кётессем т а н  м а р  
п у л а ҫ ҫ ё  т. ыт. те.

Параллельсёрлӗхӗн ҫак паллисенчен (тӗрӗслӗхӗсене хирӗҫле 
мелпе ҫӑмӑллӑн кӑтартма май пуррисенчен) ҫак паллӑ ҫине уй- 
рӑм тимлён пӑхни усӑллӑ:

пёр енчи шалти кётессен (а тата Ь кётессен, 81 черт.) сум
ми 2й-пе тан пулмасан, (АВ тата СО) тӳрӗ линисем, хӑйсене 
м алалла  ҫителӗклӗ тӑснӑ чух пёр-пёрне касса иртеҫҫӗ, мён
шён тесен ҫак тӳрё линисем пёрне-пёри касса иртмесен, вёсем 
пёр-пёринпе параллельлё пулёччӗҫ; ун чух вара пёр енчи шалти 
кётессен сумми 2с?-пе тан пулёччё, анчах апла вӑл условие хи- 
рёҫле пулать.

Ҫак предложение (ун ҫумне: тӳрӗ линисене касса иртекен 
линин хӑш енче шалти пёр енчи кётессен сумми 2^-рен п ё- 
ч ё к р е х пулать, ҫав енче тӳрё линисем пёр-пёрне касса иртеҫҫӗ, 
тенине хушса), ӑна (ҫак предложение) параллельлё линисен ак- 
сиоми вырӑнне хурса, грексен паллӑ геометрё Эвклид (пирён 
эрӑ пуҫланиччен III ӗмӗрте пурӑвнӑскер) хӑйён геометри „Пуҫ- 
ламӑшӗсенче“ доказательствӑсӑрах йышӑннӑ пулнӑ; ҫавӑнпа ҫак 
предложение унӑн ячӗпе Эвклид постулачӗ теҫҫё. Хальхи вӑ- 
хӑтра ҫак постулат вырӑнне унтан ҫӑмӑлтарах предложени (75 §) 
йышӑннӑ.

Параллельсӗрлӗх паллисенчен тата ак ҫак икӗ паллӑ ҫинчен 
калар, вёсем пире кайран кирлӗ пулаҫҫӗ:

1) Пёр тӳрӗ лини патне (ЕР) перпендикулярл ӑ  (АВ, 82 черт.) 
тата тайлйк тйракан (СО) линисем пёр-пёрне касса иртеҫҫё, 
мёншён тесен шалти 1-мёш тата 2-мёш кётессен сумми 2й?-пе тан мар.

2) Пёр-пёрне касса иртекен икё тӳрӗ линипе (РЕ тата РО) 
перпендикулярлй икё турё лини (АВ тата СО, 83 черт.) пёр- 
пёрне касса иртеҫҫӗ.

Чӑнах та, тепёр майлӑ пулас пулсан, урӑхла каласан, АВ  || СО 
пулсан, вара РО тӳрё лини, параллельлё линисенчен пёринпе (СО) 
перпендикулярлӑ пулса, тепринпе те (АВ) перпендикулярлӑ 
пулёччё, ун чух вара Р  точкӑран АВ  тӳрӗ лини патне икё
4. А. Киселев. Геометрия, ч. I. 49



перпендикуляр (ГВ тата ГО) туртма май килёччё; анчах вал 
иулма пултараймасть.

А С

£ В

Е

С

82 черт. 83 черт.

Килӗшӳллӗ енёсене параллельлё е перпендикулярлӑ 
линисенчен тунӑ кётессем.

79. Т е о р е м а .  Пёр кётесён енёсем тепёр кётесён килё- 
ш $ллё енёсемпе параллельлё  пулсан , ун  пек кётессем пёр- 
пёринпе е пёртан пулаҫҫё е вёсен сумми икё т ^рё кётеспе 
пёртан пулать.

Виҫё тӗслӗх уйрӑм пӑхса тухар (84 черт.).
1) 1-мёш кётесён енёсем

чух вара 3-мёш кётес пулса тӑрать; 3-мёш кётес 1-мёш тата 
2-мёш кётессемпе пёртан (мёншён тесен ҫак кётессем параллельлё 
тӳрё линисем ҫумӗнчи пӗрмайлӑ выртакан кётессем пулаҫҫё); 
ҫавӑнпа ^  ^  2 пулать.

2) 1-мёш кётесён енёсем 4-мёш кётесён килёшуллё енёсемпе 
параллельлё пулччйр, анчах е н ё с е м  п ё р - п ё р н е  х и р ӗ ҫ л е  
м а й  кайччӑр.

4-мёш кётесён енёсене малалла тӑсар, ун чух вара 2-мёш кётес 
пулса тйрать; 2-мёш кётес (ҫӳлте кӑтартса панӑ тйрйх) 1-мёш 
кётеспе пёртан тата вйл (хййпе вертикальлё кётес пулакан) 4-мёш 
кётеспе те пёртан; ҫавӑнпа — пулать.

3) Юлашкинчен, 1-мёш кётесён енёсем 5-мёшпе 6-мёш кётес
сен енёсемпе параллельлё пулччйр,ҫак енсенчен иккёшё пёр пек 
еннелле кайччйр тата иккёшё пёр-пёрне хирёҫле еннелле 
пулччйр.

5-мёш е 6-мёш кётессен пёр енне малалла тйссан, 2-мёш кё
тес пулса тйрать; вйл кётес (малта кйтартнипе) 1-мёш кётеспе

2-мёш кётесён килёшӳллё енё
семпе параллельлё пулччйр, 
кунтан пуҫне тата вёсен е н ё 
с е м  п ё р е н н е л л е х  кайччйр 
(чертеж ҫинче енсем хйш ен
нелле кайнине стрелкйсемпе 
кйтартнй).

2-мёш кётесён пёр енне 
малалла тйсар, вӑл ен хййпе 
параллельлё мар пёрремёш 
кётесён енне касса иртет; ун84 (черт.
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85 черт.

пёртан;анчах ^ 5  (е 6)-(-^ 2 — 2ӑ (юнащар кётессен свойстви
тӑрӑх); ҫавӑнпа ^ .5  (е те 2ӑ-пе тан пулать.

Ҫапла вара, параллельлё енлё кётессем пёр пек еннелле е пёр- 
пёрне хирӗҫле еннелле каяҫҫё пулсан, пёр-пёринпе тан пулаҫҫё;ҫак 
услови ҫук пулсан, кётес
сен сумми 2ӑ пулать.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Па
раллельлё енсенчен тунӑ 
кётессем иккёшё те шё
вёр е пуклак пулсан, вё
сем пёртан пулаҫҫӗ, теме 
пулёччё; анчах хӑш чух 
кётес шёвёррипе пуклак- 
кине тулашёнчен пӑхнипе 
кӑна пӗлме хӗн; ҫавйнпа 
та кётессен енёсем хӑш 
еннелле кайнине пёр-пё- 
ринпе танлаштарма тивет.

80. Т е о р е м а .  Пёр 
кётесён енёсем. тепёр кётесён килёш уллё  енёсемпе пер- 
пендикулярлӑ пулсан, ҫакӑн пек кётессем пёр-пёринпе тан 
пулаҫҫӗ, е вёсен сумми икё тӳрӗ кётеспе пёртан пулать.

АВС  кётес, 1 цифрӑпа паллӑ тунӑскер (85 черт.), панӑ кётес- 
сенчен пёри пултӑр; панӑ тепёр кётесё икё тӳрӗ лини пёрне-пёри 
касса иртнё чух пулнӑ тӑватӑ кётесрен пёр ( ^ 2 ,  ^ 3 ,  ^ 4 е </5) 
кётесё пултӑр; ҫак пёрне-пёри касса иртекен тӳрӗ линисенчен 
пёри АВС  кётесён АВ  енёпе перпендикулярлӑ, тепёри ВС  енёпе 
перпендикулярлй пулччйр (ҫав тӑватӑ кётесён пёрлехи тйрри 
тӳремҫин кирек хйш точкинче те пулма пултарать).

1-мёш кётес тӑрринчен пулӑшакан икё тӳрӗ лини туртар: 
ВЭ_[_ВС тата ВЕ _]_ВА пулаҫҫё. Пулйшакан линисенчен пулнй 
6-мёш кётес 1-мёш кётеспе ҫакӑн пирки пёртан: йВ С  кётес АВЕ  
кётеспе пёртан пулать, мёншён тесен вёсем иккёшё те — тӳрӗ 
кётессем; кашни тӳрӗ кётесрен пёр СВЕ кётес кйларсан, 6-мёш 
кётеспе 1-мёш кётес юлаҫҫё, вёсем пёр-пёринпе тан пулаҫҫӗ: 
/^6 — /_1 пулать. Халь ёнтё ҫакна астутарар: 6-мёш пулйшу кё
тесён енёсем 2, 3, 4 тата 5 кётессене тйвакан тӳрӗ линисемпе 
параллельлё пулаҫҫё (мёншён тесен пёр тӳрё лини патне туртнй 
икё перпендикуляр, пёр-пёринпе параллельлё пулаҫҫё, 71 §), ҫа- 
вӑниа ҫак кётессем 6-мӗш кётеспе е пёртан е, вёсенчен кашнине
6-мӗш кӗтес ҫумне хушсан, 2ӑ пулать. 6-мёш кётес вырйнне 
унпа пёртан 1-мёш кётесе лартсан, теорема тёрёссине кӑтартни 
пулать.

Треугольник тата многоугольник кӗтесӗсен сумми.
81. Т е о р е м а .  Треугольник кётесёсен сумми икё  

кётеспе пёртан.
АВС  (86 черт.)—пёр-пёр треугольник пултйр; ҫак тёрёсси 

кйтартмалла: А, В тата С кётессен сумми 2ӑ-пе пёртан, урйх 
каласан, 180° пулать.
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Треугольникён АС  енне малалла тӑсар тата АВ  енёпе парал
лельлё СЕ туртар: СЕ || АВ  пултӑр; ун чух вара ҫакна тупатпӑр: 
/_А — /_ЕСЕ) пулать (мёншён тесен вёсем параллельлё линисем 
ҫумёнчи килёшӳллё кётессем пулаҫҫӗ), /_ В — /_ВСЕ пулать (мён
шён тесен вёсем параллельлё линисем ҫумӗнчи хёреслё вырта
кан кётессем пулаҫҫӗ); ҫавӑнпа,

+  =  180° пулать.
С л е д с т в и с е м :  1) Треугольникён тулашёнчи кирек хӑш 

кётесё те хӑӑпе юнашар тӑман шалти икё кётесён суммипе 
пёртан (сӑмахран, /_В С О =  /_А-\- /_В).

2) Пёр треугольникён икё кётесё тепёр треугольникён 
икё килёш уллё кётесёпе пёртан пулсан, вара вёсен виҫҫӗмӗш 
кётесёсем те пёртан пулаҫҫӗ.

3) Туркётеслё треугольникён икё шёвёр кётесён сумми пёр 
т ӳрӗ кётеспе пёртан, урйхла каласан, 90° пулать.

4) Танураллй туркётеслё треугольникён кашни шёвёр кё
тесё 112й-пе пёртан, урйхла  
каласан, 45° пулать.

5) Таненлё треугольни
кён кашни кётесе 'Т./1-пе 
пёртан, урйхла  каласан, 
60° пулать.

6) Туркётеслё треуголь
никён (АВС, 87 черт.) пёр 
шёвёр кётесё (сйшахрая^В) 
ЗОР-па пёртан пулсан, ҫав

кётесе хирӗҫ выртакан катет ҫур гипотенузйпа пёртан пулать.
Ҫакӑн пек треугольникён тепёр шёвёр кётесё 60° пулать. АВС 

треугольник ҫумне унпа пёртан АВО  треугольник туса хурар. 
Ун чух вара ОВС треугольник пулса тӑрать, унӑн кашни кётесё 
60° пулать. Ҫакӑн пек треугольник тан енлё треугольник пулма
тивӗҫ (47 §); ҫавӑнпа та ОС  =  ВС  пулать, АС — -—  ОС; апла

пулсан, АС — -~-ВС пулать.
Ҫак тӳртӗн предложени тёрёссине вӗренекенсем хӑйсем кӑ- 

тартса памалла: катет ҫур гипотенузйпа тан пулсан, йна 
хирёд выртакан шёвёр кётес 30° пулать.

в

86 черт.

87 черт.
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82. Т е о р е м а. п енлӗ мӑкӑр многоугольник кӗтесӗсен 
сумми (п — 2) хут  ӳст ернӗ икё туркётеспе пёртан.

Мӑкӑр многоугольникён (88 черт.) ашёнче пёр-пёр точка илер, 
вӑл точкӑна многоугольникён пур тӑррисемпе те пӗрлештерер. Ун 
чух вара мӑкӑр многоугольникрен треугольниксем пулса тӑраҫ- 
ҫӗ: многоугольникён мён чухлё ен, ҫавӑн чухлё треугольник 
пулса тӑрать, кашни треугольникри кётессен сумми 2ӑ пулать; 
ҫавӑнпа пур треугольниксен кётесёсен сумми 2ӑп  пулать, п  сас
палли многоугольникён ен хисепне пёлтерет. 2ӑп многоугольник 
кётесёсен сумминчен О точка тавра выртакан кётессен сумми 
чухлё пысӑк; вӑл сумма Аӑ пулать; ҫавӑнпа многоугольник кё
тесёсен сумми ҫакӑ пулать:

2 ӑп — \ӑ  — 2ӑ(п — 2) — 180° (п — 2).
А с ӑ р х а т т а р н и .  Ҫак теорема тёрёссине тата акӑ ҫапла кӑ- 

тартма пулать: пёр-пёр мӑкӑр многоугольникён тӑрринчен диа- 
гональсем туртар (89 черт.). Ун чух вара многоугольникён мён 
чухлё ен, ҫавӑн чухлё треугольникрен икё треугольник кая пулса 
тӑрать. Чӑнах та, многоугольникён диагональ туртнӑ таррине 
тӑвакан икё енне хисеплемесен, унӑн ытти кашни енё пуҫне пёр 
треугольник тивет. Ҫапла вара мёнпурё (п — 2) треугольник пу
лать, п саспалли многоугольникён ен хисепне пёлтерет. Кашни 
треугольникри кётесёсен сумми 2ӑ; апла пулсан, пур треуголь
никсен кётесёсен сумми 2ӑ(п  — 2) пулать; ҫак сумма вара много
угольникён пур кётесёсен те сумми пулать.

Х у ш с а  ӑ н л а н т а р н и .  Тӗрӗслӗхне кӑтартнӑ теорема шзлалла авӑнчӑк 
многоугольниксемшён те тёрёс пулать. Многоугольник ӑшӗнче точка тупмалла: 
вӑл точкЯна многоугольникён тЯррисемпе тӳрӗ лини туртса пёрлештермелле; 
вара ҫав тӳрӗ лини татӑкӗсем многоугольник ӑшӗнче выртаҫҫӗ пулсан, теорема 
тёрёссине кӑтартма унЯн пирвайхи доказательствинче каласа Янлантарнипе пёр 
сӑмах улӑштармасӑр ус2 курмалла. Многоугольник ӑшёнчеҫакӑн пек точка тупма 
май ҫук пулсан, вара хӑшпӗр диагональсене туртса шалалла авӑнчЯк много
угольникрен мӑкӑр многоугольниксем тумалла; унтан кашни многоугольникри 
кётессен суммине хисеплесе кӑлармалла та ҫав пур суммӑсене пёр ҫӗре хуш- 
малла. Юлашкинчен вара ҫак 2ӑп  — 4ӑ  формулах пулса тӑрать. Ҫакна вӗренекен 
хӑех хисеплесе кӑлармалла.

83. Т е о р е м а .  Мӑкӑр многоугольникён кашни кётесё 
тӑрринчен ҫав кётесе тӑвакан енсенчен пёр енне м алалла  
тӑссан, вара многоугольникён ун  чух пулса тӑнӑ тула-

53



ш ӗнчи кётесёсен сум м и  (многоугольникён миҫе ен пуррине 
шута, илмесӗрех) т ӑват ӑ т ӳрӗ кётеспе пёрт ан пулат ь.

Многоугольникён ҫакӑн пек тулашёнчи кашни кётесё (90 черт.) 
унӑн шалти юнашар кётесёпе 2ӑ пулать; ҫавӑнпа шалти пур кё- 
тессен сумми ҫумне тулашёнчи пур кётессен суммине хушсан, 
2^га-пе пёртан пулать (п саспалли—ен хисепё); эпир малта кур- 
нӑччё, шалти кётессен сумми (2ӑп— 4ӑ)-пе пёртан пулать; ҫа- 
вӑнпа тулашёнчи кётессен сумми ҫак разноҫпе пёртан пулать;

2 ӑп — (2 ӑп — Аӑ) — 2 ӑп — 2 ӑп \ӑ  — Ы  — 360°.

Центрлӑ симметри.

8 4 . 37 параграфра икё пёр пек фигура тӳрӗ лини тёлёшёнчен 
симметриллё выртнине пӑхса тухнӑччё. Параллельлё тӳрё лини
сен ҫӳлте кӑтартнӑ свойствисем тата тепёр паллӑ симметриллё 
фигурӑсем ҫинчен вёренме пулӑшаҫҫӗ; вӑл симметри ҫакӑ пулать; 
икё пёр пек фигура, е икё пӗртан татӑксем, е ике точка тӳ- 
ремҫи ҫинче выртакан пёр-пёр точка тёлёшёнчен симметриллё 
пулни.

Пӗр-пӗр икё точка (Л тата Л', 91 черт.) О точка выртакан 
тӳрӗ лини ҫинче, ҫав О точкӑн икё енче тата унтан пёр ин- 
ҫёшре {ОА =  ОА') выртать пулсан, ҫавӑн пек точкӑсене (О) 
точка тёлёшёнчен симметриллё точкӑсем теҫҫё.

Панӑ О точка тёлёшёнчен А точкӑпа симметрилле точка ту- 
пас тесен, А точкӑпа О точкӑна тӳрё линипе пёрлештермелле; 
унтан ҫав тӳрё линие О точка хыҫнелле тӑсмалла; ҫав тӑснӑ 
лини ҫинчен О точкӑран пуҫласа, ОА тӑршшё ОА' татӑк виҫсе 
илмелле; А тата А ' точкӑсем О точкӑн тёрлё енче выртмалла. 
Ҫапла вара А ' точка эпир шыракан точка пулса тӑрать.

85. Т е о р е м а .  Пёр - пёр А п в
т ӳрё ли н и н  (АВ) и кё  т очки  А------------Х"П--------1 '
в а л л и  (А тага В) пёр-пёр О р у ^
т очка  т ёлёш ёнчен симмет- / \  ■ /
р и л л ё  (А' тата В') т очкӑсем  /  V /
т усан, вара: / ^ 0

1) А' т ат а В' т очкӑсене 0? / / !а>
пёрлеш т ерекен т ӳрӗ ли н и  /  /  у чх
панӑ т $рё ли н и п е  (АВ) па- / / \
р а л л е л ь л ё  пулат ь т ат а  Л '  ^ — I— .
(АВ) т ат ак (А'В ) т ат акпа  А в О' А
пёрт ан пулат ь. 91 черт 92 черт.

2) П анӑ т ӳрӗ ли ни н  (АВ)
каш ни т очки ва л л и  тепёр т ӳрӗ ли н и  (А'В') ҫинче сим м ет 
р и л л ё  т очка  пур.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) ЛОВ треугольник А'ОВ' треуголь- 
никпе пёртан (92 черт.), мёншён тесен вёсен АО — А'О  (вёсене 
пёртан виҫсе тунӑ) тата /А О В  — /_А!ОВ' (ҫак кётессем верти- 
калльлё кётессем пулнӑран пёртан). Ку треугольниксем тан пул- 
нинчен ҫакӑ тухса тӑрать: АВ =  А 'В ' тата /_ОАВ =  /О А 'В ' пу
ладдё. Апла пулсан А В Ц А 'В ' пулать. (73 §, 2-мёш тёслёх).
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2) АВ  тӳрӗ лини ҫинче пёр-пёр £> точка илер (92 черт.) О  
точкӑна О точкӑпа пёрлештерекен лини ҫине пӑхар. Ҫак тӳрё 
лини А'В' тӳрӗ линие пёр-пёр И' точкӑра касса иртет. АОО  тре
угольник А' О П  треугольникпе пёртан, мёншён тесен вёсен 
АО =  А'О, /  1 =  (ҫак кётессем параллельлё тӳрӗ линисем 
ҫумӗнче хёреслё выртакан кётессем пулнӑран пёртан) тата 
^>3 =  ^ 4  (ҫак кётессем вертикальлё кётессем пулнӑран пёртан). 
Ку треугольниксем пёртан пулнинчен ҫакӑ тухса тӑрать: 0 0 = 0 0 ' ,  
пулать. Апла пулсан, О точка О точка тёлёшёнчен О' точкӑпа 
симметриллё пулать.

86. Симметриллё фигурӑсем. Пёр ф агурӑн каш ни т очки  
в а л л и  тепёр ф игура ҫинче сим м ет риллё  т очка пулсан, 
ҫавӑн пек икё фигурӑна панӑ О т очка т ёлёш ёнчен сим
м ет р и ллё  ф игурӑсем теҫҫӗ.

О точка панӑ фигурӑсен симметри центре пулать. Симмет- 
рие хӑйне, тӗнӗллӗ симметрирен уйрӑм тӑтӑр тесе, центрлӑ сим
метри теҫҫё; тёнёллӗ симметрие эпир маларах (37 §) ӗнтӗ тӗл 
пулнӑччӗ. Панӑ фигурӑн кашни точки валли (пёр-пёр центр

тёлёшёнчен) ҫав фигура ҫинчех сим
метриллё точка пулсан, ҫапла калаҫҫё: 
панӑ фигурӑн симметри центрё пур, 
теҫҫӗ. Ҫавӑн пек фигурӑна кӑтартакан 
пример ҫавракӑш пулать, унӑн сим
метри центре ҫавракӑшӑн центре пу
лать.

Кашни фигурӑна, симметри цент
ре тавра ҫавӑрса, хӑйпе симметриллё 
фигура ҫине вырнаҫтарма пулать.
Чӑнах та, сӑмахран, пёр-пёр О центр 
тёлёшёнчен симметриллё АВС  тата 
А'В'С' треугольниксене илер. Пётём 
ОАВС фигурӑна, тӳремҫирен хӑпӑт- 

масӑр, О точка тавра центр тавра ҫавӑрнӑ пек ОА тӳрӗ лини 
ОА' тӳрӗ лини тӑрӑх кайичченех ҫавӑрар.

/_1 =  /_2 тата /_ 3 =  /_4, ҫавӑнпа ОВ тӳрӗ лини ОВ' тӳрё 
лини тӑрӑх, ОС тӳрӗ лини ОС' тӑрӑх каяҫҫё.

ОА =  ОА', ОВ =  ОВ', ОС =  ОС' пулсан, А точка вара А' точка 
ҫине, В точка В' точка ҫине тата С точка С' точка ҫине вырна- 
ҫаҫҫӗ. Ҫапла вара АВС  треугольник А'В'С ' треугольник ҫине 
вырнаҫать.

Пӑхсах курӑнать: фигурӑна ҫапла ҫавӑрнӑ чух ОА, ОВ, ОС 
тӳрӗ линисем кашни тата АВС  треугольникён кашни енё 180° 
градуса ҫитиччен ҫаврӑнаҫҫӗ. Фигурӑн симметри центрё пур пул
сан, вӑл, хӑйне ҫав центр тавра 180° градус таран ҫавӑрнӑ хыҫҫӑн, 
хӑй ҫине хӑй вырнаҫать.

А с ӑ р х а т т а р н и .  АВС  тата А'В'С ' треугольниксене пёр- 
пёрин ҫине вырнаҫтарас тесе, ОАВС фигурӑна ҫавӑрнӑ чух АВС  
треугольник тӳремҫи тӑрӑх шуса пырать. Ҫапла вара центр тё- 
лёшёнчен симметриллё фигурӑсене тӳремҫирен кӑлармасӑрахпӗр- 
нёрин ҫине вырнаҫтарма пулать. Ҫакй ёнтё центрлӑ симметрие

93 черт.
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тӗнӗллӗ симметрирен (37 §) тӗпренех уйӑрса тӑрать; тёнёл тё
лёшёнчен симметриллё икё фигурӑна пӗр-пӗрин ҫине вырнаҫтарас 
тесен, вёсенчен пӗрне тепёр енне ҫа- 
вӑрмалла пулать.

Фигурӑсен центрлӑ симметрийӗ тӗ- 
нӗллӗ симметри пекех ҫутҫанталӑкра

тата пурӑнӑҫра час-час тёл пулать. 94 чертеж ҫинче самолетӑн 
пропеллер ӳкерчӗкне туса кӑтартнй. Вӑл ӳкерчӗкӗн симметри 
центрӗ О точка пулать. 95 чертеж ҫинче юр пӗрчин ӳкерчёкне 
тунӑ, унӑн та симметри центрё пур.

87. Параллелограм. Четырехугольникён пёр-пёрне хире-хи- 
рёҫ выртакан енёсем мйшйрӑн-мйшӑрӑн параллельлё пулсан, ун 
пек четырехугольнике параллелограм теҫҫӗ. Сймахран, пёр-

тан тата пӗр енӗ ҫумӗнче выртакан кётесёсен сумми 
2^-пе пёртан  (97 черт.) пулаҫҫӗ.

АО диагональ туртсан, икё треугольник пулса тйрать: АВО  
тата АСО; вёсем пёр-пёринпе пёртан. мёншён тесен АО—вёсен 
пёрлехи енё пулать, / 7 =  / 4  тата / 2  =  ^:3  (параллельлё тӳрӗ 
линисем ҫумёнчи хёреслё выртакан кётессем пулнипе). Треуголь
никсем пёртаннинчен ҫакӑ тухса тйрать: АВ — СО, А О = А С  
тата /  А =  /_С пулаҫҫӗ. Хире-хирёҫ выртакан А кётеспе О  кётес 
те пёр-пёринпе пёртан, мёншён тесен вёсем пёртан кётессен 
суммисем пулса тӑраҫҫӗ.

Юлашкинчен, пёр ен ҫумӗнчи А тата О кётессен сумми 2а?-пе 
пёртан, мёншён тесен вйл кётессем параллельлё тӳрӗ линисем 
ҫумёнчи пёр енчи шалти кётессем пулаҫҫё.

94 черт. 95 черт.

VI. ПАРАЛЛЕЛОГРАМСЕМ ТАТА ТРАПЕЦИСЕМ. 

Параллелограмсем.

О касса иртсен, параллелограм текен

пёр икё параллельлё тата МЫ 
тӳрӗ линие тата тепёр икё парал
лельлё А5 тата Р(3 тӳрӗ линипе

четырехугольник (АВСО, 96 черт.)
пулса тйрать.

К м
96 черт.

•5 88. Т е о р е м а  (параллелограм
енёсемпе кётесёсен свойствине кй- 
тартакан теорема). Кирек хӑш  па- 
раллелограм ра та хире-хирӗҫ 
выртакан енёсем пёртан, хире- 
хирӗҫ выртакан кётесёсем пёр-
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А с ӑ р х а т т а р н и .  Парал- в с
лелограмӑн пӗр-пёринпе хире- 
хирӗҫ выртакан енёсен пёр- 
танлӑхне хӑш чух кӗскен ҫапла 
калаҫҫё:

параллельлё линисем кас
са иртнӗ параллельлё лини
сен татӑкӗсем пёртан пу- 
лаҫҫӗ.

С л е д с т в и .  Икӗ тӳрӗ ли 
ни пёр-пёринпе параллельлё пулсан , вёсенчен пёр параллельлё  
линин пур точкисем те тепёр параллельлё лининчен пёр 
инҫӗшре тӑраҫҫӗ, кёскен: параллельлё линисем {АВ тата СО, 
98 черт.) пӗр-пӗринчен пёр инҫӗшре тӑраҫҫӗ.

Чӑнах та, СП) тӳрӗ линин пёр-пёр икё точкинчен (М  тата N) 
АВ  тӳрё лини ҫине М Р  тата А/О перпендикулярсем антарсан, ҫак 
перпендикулярсем пёр-пёринпе параллельлё пулаҫҫӗ (71 §), саван- 
па та уИА/ОР фигура параллелограм пулать; кунтан ҫакӑ тухса 
тӑрать: М Р — ЫО пулать, урӑхла каласан, М  тата N  точкӑсем 
АВ  тӳрӗ линирен пёр инҫӗшре тӑраҫҫё.

98 черт. 99 черт.

89. Параллелограмсен икё палли.
Т е о р е м а .  М ӑкӑр чет ы рехугольникён:
1) хире-хирӗҫ вы рт акан енёсем пёр-пёринпе пёрт ан  

пулсан  е
2) и кё  хире-хирӗҫ вы рт акан енёсем пёр-пёринпе пёрт ан  

т ат а п а р а л л е л ь л ё  пулсан, ҫакӑн пек чет ы рехугольник  
п а р а ллело гр а м  пулат ь.

АВСО  фигура (99 черт.) четырехугольник пултӑр, унӑн:
АВ =  СО тата ВС =  АО  пулччйр.

Ҫак тёрёссине кйтартмалла: АВСО  фигура—параллелограм 
пулать, урӑхла каласан, АВ  || СО тата ВС |[ АО  пулаҫҫё.

ВО  диагональ туртсан, икё треугольник пулса тйрать; вёсем 
пёр-пёринпе пёртан, мёншён тесен ВО  вёсен пёрлехи енё пулать, 
(услови тйрйх) АВ  =  СО тата В С = А О  пулаҫҫё. Ку треуголь
никсен пӗртанлйхёнчен ҫакй тухса тйрать: /_1 =  /_4 т а т а / 2  =  / 3  
пулаҫҫё (пёртан треугольниксен пёртан енёсене хирӗҫ пёртан 
кётессем выртаҫҫӗ); ҫакӑн пирки АВ  || СО тата ВС || АО  пулаҫҫё, 
(хёреслё выртакан кётессем пёртан пулсан, тӳрӗ линисем вара 
параллельлё пулаҫҫё).
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2) Четырехугольникре {АВСО, 99 черт.) ВС  || АО  тата ВС=АО  
пулччӑр. Ҫак тёрёссине кӑтартмалла: АВСО  фигура—параллело
грам, урйхла каласан, АВ  || СО пулать.

АВС) треугольник ВСО треугольникпе пёртан, мёншён тесен 
ВО  вёсен пёрлехи енё пулать (услови тйрйх), ВС — АО  тата 
(параллельлё тӳрӗ линисен ҫумёнчи хёреслё кётессем пулнй пирки) 
/ 2  =  с_3. Треугольниксем пӗрганлӑхӗнчен ҫакй тухса тйрать: 
/ I =  1_4 пулать. Ҫавӑнпа АВ  || СО.

90. Т е о р е м а  (параллелограм диагоналӗсен свойствине кй- 
тартаканни ). Ч ет ы рехугольник (АВСО, 100 черт.) п а р а лле 
ло гр а м  пулсан, ун ӑ н  диагоналёсем  пёрне-пёри ҫурмаран  
касса иртеҫҫё.

Тӳртӗн: чет ы рехуголъникён диагоналёсем  пёрне-пёри ҫур- 
м аран  касса иртеҫҫё пулсан, панй чет ы рехугольник вара  
п а р а ллело гр а м  пулат ь.

1) ВОС треугольник АОО  треугольникпе пёртан пулать, мён
шён тесен вёсен ВС =  АО  (ҫак линисем параллелограмӑн хире- 
хирӗҫ выртакан енёсем пулнӑран пёртан), /_1 — / 2  тата /_ 3 =  /__4 
(ҫак кётессем параллельлё тӳрӗ линисем ҫумӗнчи хёреслё кётес
сем пулнӑран пёртан). Треугольниксен пӗртанлйхӗнчен ҫакӑ тухса 
тӑрать: ОС — ОА тата ОВ =  ОО пулаҫҫё.

2) АО — ОС тата ВО — ОО пулсан, вара АОВ  тата ВОС тре
угольниксем (икё енё тата вёсен хушшинчи кётесё тарах) пёр- 
пёринпе пёртан пулаҫҫӗ. Треугольниксен пӗртанлӑхӗнчен ҫакӑ 
тухса тӑрать: /_1 — / 2  тата /_3— С_4 пулаҫҫё. Ҫавӑнпа ВС || АО  
(хёреслё выртакан кётессем пёртан) тата ВС—АО  пулаҫҫӗ; ҫавӑнпа 
АВСО  фигура параллелограм пулать.

91. Параллелограмӑн симметри 
С центре. П араллелограм йн  сим 

м ет ри цент рё пур , вӑл центр 
параллелограмйн диагоналёсем пёр- 
не-пёри касса иртекен точка пулать 
( 100 черт.). Чӑнах та, ВО — ОО тата 
ОС= ОА, ҫавӑнпа ВС  татӑк О точ
ка тёлёшёнчен АО  татӑкпа симмет
риллё тата ВС  татӑк ҫинчи кашни 
точкӑн (Р ) АО  татӑк ҫинче симмет
риллё точка ^  пур (85 §).

АВ  татӑк О точка тёлёшёнченех СО татйкпа симметриллине 
те ҫаплах ӑнланса илме пултаратпӑр эпир. Параллелограма унӑн 
диагоналёсем пёрне-пёри касса иртекен точка тавра 180° таран 
ҫавйрсан, параллелограмйн ҫӗнӗ вырйнё унйн малтанхи вырйнё 
ҫине вырнаҫать. Унйн кашни тӑрри хӑйне хирӗҫ выртакан тйрйпа 
хйй вырйнне улйштарать (А тйрй С тйрйпа тата В тйрй О  тйрйпа 
улйштараҫҫё, 100 черт.).

Хӑшпӗр уйрӑм тӑракан параллелограмсем: прямоугольник,
ромб, квадрат.

92. Прямоугольник тата унӑн свойствисем. Параллелограмйн 
пёр кётесё тӳрё кётес пулсан, унйн ытти кётесёсем те тӳре
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кётессем пулаҫҫӗ (88 §). Параллелограмйн пур кётесёсем те тӳрӗ 
кётессем пулсан, ӑна прямоугольник теҫҫё.

Прямоугольник — параллелограм, ҫа- в  
вӑнпа прямоугольникре параллелограмӑн 
свойствисем пурте пур; сӑмахран, унӑн 
диагоналесем пёр-пёрне ҫурмаран уйй- 
раҫҫё тата диагоналёсем пёрне-пёри 
касса иртекен тёлти точка симметри 
центрё пулать. Анчах прямоугольникён 
тата хӑйён уйрӑм свойствисем те пур. д

1) П рямоугольникён (АВСО, 101 
черт.) диагоналёсем пёртан.

АС й  тата АВО  тӳркӗтеслё треугольниксем пёртан, мёншён 
тесен АО  вёсен пёрлехи катечё пулать тата АВ — СО (паралле- 
лограмӑн хире-хирёҫ выртакан енёсем йёртан). Треугольниксен 
пӗртанлӑхёнчен ҫакӑ тухса тӑрать: АС =  ВО.

2) Прямоугольникён симметри тӗнӗлӗ иккё. Прямоугольни- 
кён симметри центрё урлӑ иртекен кашни тӳрё лини унйн хире- 
хирӗҫ выртакан икё енне параллельлё пулсан, вйл тӳрӗ лини вара 
прямоугольникён симметри тёнёлё пулать. Прямоугольникён сим
метри тёнёлёсем пёр-пёринпе перпендикулярлӑ (102 черт. пӑхӑр) 
пулаҫҫё.

93. Ромб тата унӑн свойствисем. Параллелограмйн пур енё
сем те пёртан пулсан, йна ромб теҫҫё. Паллах, ромбра параллело
грамйн пур свойствисем те пур, анчах унйн тата хййён уйрйм 
икё свойство пур:

102 черт. ЮЗ черт.

1) Ромб диагоналёсем (АВСО, 103 черт.) пёр-пёринпе пер- 
пендикулярлӑ тата вёсем ром б кӗтессисене ҫурмаран 
уйӑраҫҫӗ.

АВО  треугольник ВОС треугольникпе пёртан, мёншён тесен 
ВО вёсен пёрлехи енё пулать, 'АВ  =  ВС (ромбйн пур енёсем те 
пёртан) тата АО — ОС (кирек хйш параллелограмйн та диагона
лёсем ҫурмаран уййрйлаҫҫё). Треугольниксен пӗртанлӑхӗнчен ҫакӑ 
тухса тйрать:

[_1 — 2, урйхла каласан, ВО О АС  тата £ 3 =  £.4,
урйхла каласан, диагональ кётесе ҫурмаран уййрать. ВОС тата 
СОО треугольниксен пӗртанлйхёнчен ҫакй тухса тйрать: диаго
наль С кётесе ҫурмаран уййрать тата малалла та ҫаилах.

101 черт.
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2) Ромбӑн кашни диагоналӗ унӑн симметри т ӗнӗлӗ пу
лать.

ВО  диагональ (104 черт.) АВСО  ромбӑн симметри тёнёлё
пулать, мёншён тесен АВО  треугольнике ВО  тавра ҫавӑрсан,
вӑл ВСО  треугольник ҫине вырнаҫса ларать. Чӑнах та, ВО  диа
гональ В тата О  кётессене ҫурмаран уйӑрать, унтан пуҫне тата

АВ =  ВС тата АО  — СО. 
В АС диагональ ҫинчен

те ҫавнах каламалла пу
лать.

94. Квадрат тата ун 
свойствисем. Параллело-

С _____________ ___  грамӑн енёсем те пёртан
пулсан тата унӑн пур кё
тесёсем те тӳрӗ кётессем 
пулсан, ҫавӑн пек парал- 
лелограма квадрат теҫҫӗ; 
тата ҫакна та калама пу
лать: прямоугольникён
енёсем пёртан пулсан, вйл

\
\

N Г\ 1 
\

. /
У

\
\

104 черт. 105 черт.

квадрат пулать; е ромбӑн пур кётесёсем те тӳрё кётессем пулсан, 
ун пек ромб квадрат пулать. Ҫавӑнпа квадратра параллелограм, 
прямоугольник тата ромб свойствисем пурте пур. Сймахран, 
квадратйн симметри тёнёлё тӑваттӑ (105 черт.1, иккёшё квадратӑн 
хире-хирёҫ выртакан енёсен варринчен (прямоугольникённи пек) 
иртеҫҫӗ тата иккёшё квадратӑн хире-хирӗҫ выртакан кётесёсем 
урлӑ (ромбйнни пек) иртеҫҫӗ.

Параллелограм свойствисем ҫинче никӗсленсе тӑракан хӑшпӗр 
теоремӑсем.

95. Т е о р е м а .  Кётесён пёр енё ҫинчен  (сймахран, АВС 
кётесён ВС енё ҫинчен, 106 черт.) пёртан татӑксем (ОЕ — 
=  ЕЕ — . . .) виҫсе илсен тата вёсен вёҫӗсем ур лӑ  кётесён 
тепёр енё патне ҫитиччен параллельлё  линисем (ОМ, ЕЫ, 
Е Р ,. . . )  туртсан, вара кётесён ҫак енё ҫинче те пёртан 
татйксем (МЫ =  N 0 . ..) пулса тӑраҫҫӗ.

60



Пулӑшакан О К  тата £Х тӳрӗ линисем туртар, вёсем АВС 
кётесён АВ  енёпе параллельлё пулмалла. О К  тата ЕС татйк- 
сене туртнӑ хыҫҫӑн, ОКЕ  тата ЕЬЕ пёр пек треугольниксем 
пулса тйраҫҫӗ, мёншён тесен вёсен ОЕ =  ЕЕ (услови тйрйх), 
/  К О Е— /_ЬЕЕ тата /__КЕО — /_ЬЕЕ (параллельлё линисен ҫу- 
мёнчи пёрмайлӑ выртакан кётессем пёртан). Ку треугольниксен 
пёртанлӑхёнчен ҫакӑ тухса тйрать: О К = Е Т  пулать. Анчах та, 
Т)К =  М К  тата £7. =  7/Р (параллелограмсен хире-хирёҫ выртакан 
енёсем пёртан); апла пулсан, М К  =  Т/Р пулать.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Пёртан татӑксене В кётесён тӑрринчен 
пуҫласа та виҫсе илме юрать, урйхла каласан, акӑ ҫапла тума 
юрать: ВО  =  ОЕ  — Е Е ...  Ун чух вара тепёр енё ҫинче те пёртан 
татӑксене В кётесён тӑрринчен пуҫласа хисеплемелле пулать, 
урӑхла каласан, акӑ ҫапла тумалла: ВМ  =  УЧА/ =  Л/Р. . .

96. С л е д с т в и .  Треугольникён АВ енё варри ур лӑ  унйн 
тепёр енёпе (АС) параллельлё туртнй тӳрӗ лини (ОЕ, 107 черт.) 
треугольникён виҫҫӗмӗш енне (ВС) ҫурмаран уййрать.

Чйнах та, эпир ҫакна куратпйр: В кётесён АВ  енё ҫинчен 
пёртан татӑксем (в Ь  =  О А ) виҫсе илнё те О  точкӑпа А точка 
урлӑ кётесён ВС енё патне ҫитиччен параллельлё тӳрӗ линисем 
(ОЕ тата АС) туртнй; ҫапла вара, тӗрёслёхне кйтартнй теорема 
тйрйх, В  кётесён ВС енё ҫинче те пёртан татӑксем (ВЕ — ЕС) 
пулса тӑраҫҫӗ, ҫавӑнпа та ВС ен Е точкӑран ҫурмаран уййрйлать.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Треугольникён икё енё варрисене пёр
лештерекен татӑка треугольникён вӑтам линийӗ теҫҫӗ.

97. Т е о р  е м а (треугольникён вӑтам линийён свойствине ка
та ртаканни). Треугольникён икӗ енё варрисем ур лӑ  иртекен 
тӳрӗ лини (ОЕ, 107 черт.), урйхла каласан, АВС  треугольникён 
вӑтам линийӗ) унӑн виҫҫӗмӗш енёпе п а р а ллельлё  т реуголь
никён йшёнче выртакан ҫак тӳрӗ линин т ат ӑкё унйн  
виҫҫӗмӗш енё ҫуррипе пёртан.

Ҫак теорема тёрёссине кӑтартас тесе треугольникён АРенёвар- 
ринчи О  точка урлӑ АС енёпе параллельлё тӳрё лини туртар. Ун 
чух вара, малти параграфри теорема тӑрӑх, ҫак тӳрӗ лини треуголь
никён ВС енне ҫурмаран уйӑрать; ҫавӑнпа та вӑл АВ  тата ВС 
енсен варрисене пёрлештерекен ОЕ  тӳрӗ лини ҫине вырнаҫать.

Ҫаплах тата ЕЕ || А ^  туртсан, треугольникён АС енё те Е 
точкӑран ҫурмаран уйрӑлать; ҫапла вара А Е — ЕС пулать; кунтан 
пуҫне тата АЕ — ОЕ  (мёншён тесен АОЕЕ параллелограмйн хире- 
хирёҫ выртакан енёсем пёртан), кунтан вара ҫакӑ тухса тйрать:

=  АС.

Трапецисем.
98. Четырехугольникён хире-хирӗҫ выртакан икё енё пёр-пё- 

ринпе параллельлё пулсан, тата икё енё параллельлё мар пулсан, 
ун пек четырехугольнике трапеци теҫҫё. Трапеции параллельлё 
енёсене (АО  тата ВС) унӑн тёпӗсем, параллельлё мар енёсене 
(АВ  тата СО) унйн аякёсем (108 черт.) теҫҫӗ, аякёсем пёртан 
пулсан, ун пек трапеци танаяклӑ пулать.
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99. Трапецин вӑтам линийӗн свойстви. Трапеци аякёсен вар
рисене пёрлештерекен тӳрӗ лини унӑн вӑтам линийё пулать. Ку 
линин ҫакӑн пек свойствӑсем пур:

А О , В С  — тӗпӗсем  
А В , С О  — енёсем

108 черт.

Т е о р е м а .  Трапецин ват ам ли ни й ё  {ЕР, 109 черт.) ун й н  
тёпёсемпе п а р а л л е л ь л ё  т ат а вйл  ли н и  трапеци тёпёсен  
ҫурсумм ипе пёртан.

В тата Р  точкӑсем урлӑ тӳрё лини туртар, вӑл лини трапеци 
АО  енё тӑсӑмне пёр-пёр О точкӑра касса иртмелле. Ун чух вара 
икё треугольник пулса тӑрать: ВСР тата ОРО, ҫак треугольник
сем пёр-пёринпе пёртан, мёншён тесен вёсен С Р = Р О  (услови 
тӑрӑх), /_ ВЕС =  /_ йР О  (вертикальлё кётессем пёр-пёринпе тан) 
тата /_ В С Р =  / РОО (параллельлё линисен ҫумёнче выртакан 
хёреслё кётессем пёртан). Треугольниксен пӗртанлӑхёнчен ҫакӑ 
тухса тӑрать: ВР  =  РО тата ВС — ОО пулаҫҫё. Халё ёнтё ҫакна 
куратпӑр: АВО  треугольникре ЕР  тӳрӗ лини унӑн икё енён вар
рисене пӗрлештерсе тӑрать; апла пулсан (97 §), ЕР || АО тата

ЕР  =  {АО -|- ОО) пулать;
урӑхла каласан, ЕР  || ЛДтата

Е Р = ~  {АО 4- ВС)
100. З а д а ч а .  Тӳрӗ ли

нин панӑ татйкне {АВ, 
110 черт.) панӑ число чухлё  
пёр пек пая уййрмалла  
(сӑмахран 3 пая).

А гочкӑран АВ  татӑкпа 
пёр-пёр кётес тӑвакан АС  

тӳрӗ лини туртар; АС  тӳрӗ линин А точкинчен пуҫласа виҫӗ 
пёр пек татӑк виҫсе илер: АО, ОЕ  тата ЕР; Р точкӑна В  точкӑпа 
пёрлештерер; юлашкинчен, Е  тага О  точкӑсенчен ЕВ татӑкпа 
параллельлё Её/ тата ОМ  татӑксем туртар. Ун чух вара АВ  
татӑк, малта кӑтартнӑ тӑрӑх, М  тата N  точкӑсенчен виҫӗ пёр 
пек пая уйӑрӑлса тӑрать.

Чертеж тумалли задачӑсем.
101. Параллельлё куҫармалли метод. Чертеж тумалли зада- 

чӑсене шутласа кӑлармалли хӑйне уйрӑм мел параллелограм
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свойствисемпе усӑ курни ҫинче никӗсленсе тӑрать, вӑл меле 
параллельлё куҫармалли метод теҫҫё. Ҫак методӑн тёп шухӑшне 
пуринчен ытла тёслёхпе кӑтартса пама лайӑх.

З а д а ч а .  Панӑ енёсенчен тата хире-хирӗҫ выртакан енёсен 
варрисене пёрлештерекен панӑ ЕР татйкран четырехугольник

(АВСО, 111 черт.) тумалла.
Панӑ линисене пёр-пёрин патне ҫывӑ- 

хартас тесе, АО  тата ВС енсене, хӑйсемпе 
хӑйсене параллельлё туса, ЕО х тата ЕСХ 
вырӑнсене куҫарар. Ун чух вара О О х ен 
АЕ  енпе пёртан тата параллельлё пулать, 
СС1 ен ЕВ енпе пёртан тата параллельлё 
пулать; АЕ  татӑк ЕВ татӑкпа пёртан, ҫа- 
вӑнпа О О х =  ССХ тата О О х || ССХ пулаҫҫӗ. 
Ҫакӑн пирки ООхР треугольник ССХР тре- 

пулать (мёншён тесен вёсен ^ ^ 1 =  СС1,
111 черт.

угольникпе пёртан 
ОР — РС тата ^ Ю хОР =  ^.Р С С ху, апла пулсан, < /О хРО —^Е.СРСх 
пулать, ҫавӑнпа та О хРСх тӳрӗ лини пулмалла, урӑхла каласан, 
ЕО хРСх фигура треугольник пулма тивӗҫ. Ку треугольникре икё 
енён тӑршшӗ паллӑ (ЕОх =  АЕ) тата ЕСХ =  ВС) тата виҫҫёмӗш енё 
патне туртнӑ ЕР медиана тӑршшӗ те паллӑ. Ҫак панӑ линисемпе 
ЕОхСх треугольнике тума ҫӑмӑл (ЕР медианӑна Р точка хыҫнелле 
тӑсса ярсан, ҫав тӑснӑ медиана ҫинчен ЕР тӑршшӗ татӑк виҫсе 
илсен, ҫав виҫсе илнӗ татӑкӑн вӗҫӗнчи точкине О х тата Сх точкӑ- 
семпе пёрлештерсен, параллелограм пулса тӑрать; ҫак паралле
лограм енёсен тата унӑн пӗр диагоналӗ тӑршшӗ пире паллӑ).

ЕОхСх треугольнике гупсан, О хОР  тата СХСР треугольниксене 
тӑвар, унтан вара АВСО четырехугольнике те пётёмёшпех тума 
пулать.

Ку методпа усӑ курса, вӗренекенсем хӑйсем халлӗн ҫак зада- 
чӑсене шутласа кӑлармалла:

1. Пӗр панӑ кётесёнчен, икё диагоналёнчен тата вӑтам линийёнчен транеци 
тумалла.

2. Виҫӗ панӑ енёнчен (а, Ь, с,) тата тӑршшӗ паллӑ мар енё ҫумёнчи икё 
кётесёнчен (а тэта четырехугольник тумалла.

3. ТЗватӑ панӑ енёнчен трапеци тумалла.
102. Симметри меточё. Чертеж тумалли задачӑсене шутланё 

чух, тёнёллё симметри свойствисемпе те усӑ курма пулать. Чер
теж пёр пайне пёр-пёр тӳрё лини 
тавра ҫавӑрсан, вӑл ҫак тӳрё линин 
тепёр енёпе симметриллё вырӑн 
йышӑнать; хӑш чух ҫапла туни пире 
чертеж тума кирлё меле ҫӑмӑллйн 
палӑртать. Тёслёх илер.

З а д а ч а .  АВ тӳрё лини ҫинче 
(112 черт.) д: точка тупмалла, вйл 
точкӑпа панӑ М  тата N  точкӑсен 
хушшисен сумми чи пёчёк сумма 
пулмалла.

Чертежа АВ  тавра ҫавӑрса, М  
точкӑна АВ  тёлёшёнчен симметрил- 112 черт.

«3-



лё (Ж[) вырӑн парсан, ун чух вара М  точкӑпа АВ тӳрӗ линин кирек 
хӑш точки хушши те АВ  тӳрӗ линин ҫав тючкипе М 1 точка хуш
ши пёртан пулать. Ҫавӑнпа Ж х +  хN, М х{ суммӑсем вёсен
килёшӳллӗ суммисемпе М хх-\-хЫ , пёртан пулаҫҫё;
анчах ҫак суммӑсенчен М x̂N  тӳрё линиллё сумма чи пёчёкки 
пулать. Ҫакӑнтан ёнтё чертеж тумалли мел уҫҫӑн курӑнса тӑрать.

Ҫак чертежах тата тепёр задачӑна шутласа кӑларма пулӑшать: 
АВ  тӳрӗ лини ҫинче х  точкӑна тупмалла, ҫав д; точкӑпа панӑ М  
тата (V точкӑсем хушшисене туртнӑ хМ  тата хМ  татӑксем АВ  
тӳрё линипе пёртан кётессем тумалла.

Симметри меточёпе усӑ курса, вӗренекенсем хӑйсем халлён 
ҫак задачӑсене шутласа кӑлармалла:

1. ТЯватЯ панӑ енёнчен А ВСО  четырехугольник тумалла, унӑн диагоналё А 
кётесе ҫурмаран уйӑрать.

2. Прямоугольник евёрлӗ бильярд ҫинче унӑн А тата В  шарёсем икё панЯ 
вырйнта тйраҫҫӗ. А шар, бильярдйн тЯватӑ бортне (аяккине) ҫитсе ҫапӑнса, 
«олашкинчен В  шара ҫи тсе лектёр тесен, ҫав А шара хЯш еннелле тёртсе ямалла.

3. Кётес тата ун ӑшёнче точка панӑ. Чи пёчёк периметрлЯ треугольник ту
малла, треугольникён пёр тӑрри панӑ точка ҫинче выртмалла, тата иккёшё панӑ 
кётесён енёсем ҫинче выртмалла.

УП РАЖ Н ЕН И СЕМ .

Ҫ а к  т е о р е м Я с е м  т ё р ё с с и н е  к й т а р т м а л л а .

1. Пёр-пёр четырехугольник енёсен варрисене тӳрӗ лини татЯкёсемпе йёр- 
керен пёрлештерсе пырсан, параллелограм пулса тЯрать.

2. Тӳркӗтеслӗ треугольникён гипотенузи патне туртнӑ медиана гипотенуза 
ҫуррипе пёртан.

К ӑ т а р т у . Медианӑна хӑй тЯршшё тата малалла тӑсмалла.
3. Тӳртӗн: треугольникён енё патне туртнй медиана ҫав енён ҫуррипе пёр

тан пулсан, треугольник вара тӳркӗтеслӗ пулать.
4. Туркётеслё треугольникён гипотенузи патне туртнӑ медианипе ҫӳллёшӗ 

кётес тӑваҫҫӗ; ҫав кётес треугольникён шёвёр кётесёсен разноҫӗпе пёртан.
К Я т а о т у. 2-мёш задача пЯхМр.
5. А В С  треугольникре А кётес биссектриси В С  ене £> точкЯра тёл пулать; 

О  точкӑран пуҫласа С  А енёпе параллельлё туртнӑ тӳрӗ лини А В  ене Е  точкЯра 
тёл пулать; Е  точкЯран пуҫласа В С  енёпе параллельлё туртнӑ тӳрӗ лини А С  ене 
Е  точкЯра тёл пулать. Ҫак тёрёссине кЯтартмалла: Е А = Е С .

6. ПанЯ кётес ӑшне тепёр кётес тунЯ, ҫав тепёр кӗте^сён енӗсем_ панЯ̂  кёте
сён енёсемпе параллельлё тата вёсенчен пёр инҫӗшре тӑраҫҫӗ. Ҫакӑ тёрёссине 
кЯтартмалла: тунЯ кётесён биссектриси панӑ кётесён биссектриси ҫинче выртать.

7. Трапеция аялти тёпён пёр-пёр точкине ҫӳлти тёпён пёр-пёр точкипе 
пёрлештерекен кирек хЯш тӳрӗ лини те трапеции вЯтам линийӗпе ҫурмаран 
уйӑрӑлать.

8. Треугольникён тӗпё ҫумёнче таракан кётесёсен биссектрисисем пёр-пер- 
не касса иртекен точка урлӑ треугольник тёпёпе параллельлё выртакан тӳрӗ 
лини туртнӑ. Ҫак тёрёссине кЯтартмалла: треугольникён аяк енёсен хушшинчи 
тӳр ӗ лини татЯкӗ аяк енёсен татӑкӗсен суммипе пёртан; ен татӑкӗсен тЯршшёне 
треугольникён тёпё ҫумӗнчен виҫмелле.

9. Треугольникён кётес тЯррисем урлЯ хире-хирӗҫ выртакан енёсемпе па
раллельлё тЯракан тӳрё линисем туртнЯ. ҪакЯ тёрёссине кЯтартмалла: ҫак ли
нисем туна треугольник тӑватЯ треугольникрен пулнЯ, вёсенчен кашни треуголь
нике панЯ треугольникпе пёртан, унӑн кашни енё панЯ треугольникён килёшуллё 
енёнчен икё хут пысЯкрах.

10. Танураллй треугольникре унЯн тёпё ҫинчи кашни точкипе аяк енёсен 
хушшисен сумми улЯшӑнман пысЯкӑш пулать; тӳрех каласан, вйл пысЯкЯш аяк 
енё ҫине антарнЯ ҫӳллёшпе пёртан пулать.

11. Точкине треугольник тёпён тӑсймӗ ҫинче илсен, маларахрн теорема 
(10) мӗнле улӑшЯнать?
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12. Тан енлё треугольникре ун ӑшӗнче илнё кирек хйш точкЗпа треуголь
ник енёсен хушшисен сумми улЗшЗнман пысӑкӑш пулать, вӑл пысйкйш тре
угольникён ҫӳллӗшӗпе пёртан.

13. Тан диагональсемлё кирек хйш параллелограм та прямоугольник пулать.
14. Кирек хӑш параллелограм та, унЗн диагоналёсем пёр-пёринпе перпен- 

дикулярлӑ пулсан, ромб пулать.
15. Кирек хӑш параллелограм та, унӑн диагоналё параллелограм кётесне 

ҫурмаран уйӑрать пулсан, ромб пулать.
16. Ромб диагоналёсем пёр-пёрне касса иртекен точкӑран ромб енёсем ҫине 

перпендикулярсем антарнЗ. Ҫакна кЗтартса памалла: ҫак пернендикулярсен тё- 
пёсем прямоугольник тЗррисем пулаҫҫӗ.

К 3 т а р т у. 13 задача пЗхЗр.
17. Прямоугольник кётесёсен биссектрисисем пёрне-пёри касса иртнипе 

квадрат пулать.
18. А ', В ', С' тата ТУ точкӑсене квадратӑн СО, О А, А В  тата В С  енёсен 

варрисемпе пёрлештернӗ пултӑр. Ҫак тёрёссине кйтартмалла: А А ', СС' , £>/)' 
тата ВВ' татӑксем пёрне-пёри касса иртнипе квадрат пулать; квадратйн енё 
кашни татйкЗн 2/5 пайёпе пёртан.

19. А ВСО  квадрат панЗ. Ун енёсем ҫинчен пёр пек пайсем А А Ъ ВВЬ СС1 
тата /)£>! виҫсе илнё. А и В,, Си точкЗсене тӳрӗ линисемпе йёркерен пёр- 
лештернӗ. Ҫак тёрёссине кйтартмалла: А\ВлС \0 \  квадрат.

20. Кирек мёнле четырехугольник енёсен варрисене тепёр четырехугольникён 
тӑрри тусан, ҫак ҫӗнӗ четырехугольник параллелограм пулать. Ҫакна тупмалла: 
мёнле условисенче ку параллелограм: 1) прямоугольник, 2) ромб, 3) квадрат пулма 
пултарать.

Г е о м е т р и л л е  в ы р ӑ н с е м  т у п м а л л а .
21. ПанЗ точкӑран панӑ тӳрӗ линин тёрлё точкисем патне туртнй пур татйк- 

сен те варри тёлёнче выртакан точкЗсен геометрилле вырӑнне тупмалла.
22. Икё параллельлё тӳрӗ линирен пёр инҫӗшре тЗракан точкЗсен геометрилле 

вырйнне тупмалла.
23. Пёр тёплё тата пёртан ҫӳллӗшлӗ треугольниксен таррисен геометрилле 

вырЗнне тупмалла.

Ч е р т е ж  т у м а л л и  з а д а ч ӑ с е м .
24. Треугольникён икё кётесне панЗ; виҫҫӗмӗшне тумалла.
25. Тӳркӗтеслӗ треугольникён шёвёр кётесне панЗ; тепёр шёвёр кётесне 

тумалла.
26. ПанЗ тӳрё линипе параллельлё тӳрӗ лини туртмалла, вйл линисен хушши 

панЗ хушЗ чухлё пулмалла.
27. ТЗрри чертеж ҫине вырнаҫман кётесе ҫурмаран уййрмалла.
28. ПанЗ тӳрӗ линипе панЗ кётес туса, ҫав лини патне панЗ точка урла  

тӳрӗ лини туртмалла.
29. Икё тӳрӗ лини ( X V  тата Х ' У )  тата Р  точка панЗ; Р  точка урлй касакан 

лини туртмалла; ҫак линин пёр пайне—панЗ туре линисем хушшинчи пайне—Р  
точка ҫурмаран уйЗрмалла.

30. Панй точка урлй тӳрӗ лини туртмалла, унЗн татӑкӗ—икё панЗ параллельлё 
тӳрӗ линисен хушшинчи татЗкё— панй татйкпа пёртан пулмалла.

31. ПанЗ шёвёр кётес енёсен хушшине тйршшёне панй татйк вырнаҫтар- 
малла, ҫав татйк кётесён пёр енёпе перпендикулярлЗ пулмалла.

32. ПанЗ кётес енёсен хушшине тйршшёне панЗ татйк вырнаҫтармалла, вЗл 
татйк панй кётесён икё енне те касса иртекен панй тӳрӗ линипе параллельлё 
пулмалла.

33. ПанЗ кётес енёсен хушшине тйршшёне панЗ татйк вырнаҫтармалла, вЗл 
татйк кётес енёсенчен пёртан татйксем касса илмелле.

34. Панй шёвёр кётесрен тата Зна хирӗҫ выртакан катетран тӳрӗ кётеслё 
треугольник тумалла.

35. Икё кётесрен тата вёсенчен пӗрне хирёҫ выртакан енрен треугольник 
тумалла.

36. ТЗрринчи кётесрен тата тёпёнчен т а н у р а л л а  треугольник тумалла.
37. Тёпё ҫумӗнчи кётесёнчен тата аякёнчи енё ҫине антарнЗ ҫӳллӗшёнчек 

т а н у р а л л З  треугольник тумалла.
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38. Аякёнчи енёнчен тата ун ҫине антарнӑ ҫӳллӗшӗнчен танураллЗ треуголь
ник тумалла.

39. Панӑ ҫӳллёшёнчен тан енлё треугольник тумалла.
40. 'Гӳрӗ кётесе виҫӗ пая уйЗрмалла (урӑхла каласан, 1/3 ӑ  =  30° пысӑкЗшё 

кётес тумалла).
41. Панӑ тёпёнчен, ҫӳллӗшӗнчен тата аякёнчи енёнчен треугольник тумалла.
42. Тёпёнчен, ҫӳллӗшӗнчен тата тёпё ҫумӗнчи кётесёнчен треугольник тумалла.
43. Кётесёнчен тата ҫак кётесён енёсем ҫине антарнЗ икё ҫӳллӗшӗнчен тре

угольник тумалла.
44. Пёр енёнчен, ытти икё енён сумминчен тата ҫак енёсенчен пёрин ҫине 

антарнЗ ҫӳллӗшёнчен треугольник тумалла.
45. Ҫӳллӗшёнчен, периметрёнчен тата тёпё ҫумӗнчи кётесёнчен треугольник 

тумалла.
46. Треугольникре тёпёпе параллельлё тӳрё лини туртмалла, аяк енёсен 

хушшинчи татӑк аяк енё татӑкӗсен суммипе пёртан пулмалла (ен татйкёсен 
тЗршшёне треугольникён тёпё ҫумӗнчен виҫмелле).

47. ПанЗ многоугольникпе пёртан многоугольник тумалла.
К 3 т а р т у . ПанЗ многоугольнике диагональсем туртнипе треугольниксем 

туса уйЗрмалла.
48. Виҫё кётесёнчен тата тӑваттӑмӗш кётесне тӑвакан икё енёнчен ч е т ы р е х 

у г о л ь н и к  тумалла.
К 3 т а р т у. ТЗваттЗмёш кётесне тупмалла.
49. Виҫӗ енёнчен тата икё диагоналёнчен четырехугольник тумалла.
50. Икё танмар енёнчен тата пёр диагоналёнчен п а р а л л е л о г р а м  ту

малла.
51. Пёр енёнчен тата икё диагоналёнчен п а р а л л е л о г р а м  тумалла.
52. Икё диагоналёнчен тата вёсен хушшинчи кётесёнчен п а р а л л е л о г р а м  

тумалла.
53. Тёпёнчен, ҫӳллӗшӗнчен тата диагоналёнчен п а р а л л е л о г р а м  тумалла.
54. Диагоналёнчен тата диагоналёсен хушшинчи кётесрен п р я м о у г о л ь 

н и к  тумалла.
55. Панй енёпе диагоналёнчен р о м б  тумалла.
56. Икё диагоналёнчен р о м б  тумалла.
57. Ҫӳллӗшӗпе диагоналёнчен р о м б  тумалла.
58. Кётесёнчен тата ҫав кётес урлӑ иртекен диагоналёнчен р о м б  тумалла,
59. Диагоналёнчен тата ӑна хирӗҫ выртакан кётесёнчен р о м б  тумалла.
60. Диагоналёсен сумминчен тата диагоналёпе пёр енё тунӑ кётесёнчен 

р о м б  тумалла.
61. ПанЗ диагоналёнчен к в а д р а т  тумалла.
62. Тёпёнчен, ун ҫумӗнче выртакан кётесёнчен тата икё параллельлё мар 

енёнчен т р а п е ц и  тумалла (икё е пёр решени пулма пултарать, е пёр ре- 
шени те пулма пултараймасть).

63. Тӗпӗсен разноҫӗнчен, икё аяккинчи енёнчен тата пер диагоналёнчен 
т р а п е ц и  тумалла.

64. ТЗватЗ енёнчен т р а п е ц и  тумалла (ку задачЗна кирек хаҫан та тума 
пулать-и?)

65. Тёпёнчен, ҫӳллӗшӗнчен тата икё диагоналёнчен т р а п е ц и  тумалла 
(майпурлӑх условийё).

6 6 . И к ё  тёпёнчен тата икё диагоналёнчен т р а п е ц и  тумалла (майпурлйх 
условийё).

67. Енёсемпе диагоналён сумминчен к в а д р а т  тумалла.
68. Диагоналёпе енён разноҫӗнчен к в а д р а т  тумалла.
69. Икё диагоналёпе ҫӳллӗшёнчен п а р а л л е л о г р а м  тумалла.
70. Панӑ енёнчен, диагоналёсен сумминчен тата вёсен хушшинчи кётесён- 

чен параллелограм тумалла.
71. Икё енёнчен тата виҫҫёмёш енё патне туртнй медианинчен треугольник 

тумалла.
72. Тёпёнчен, ҫӳллӗшӗнчен тата аякёнчи енё патне туртна медианёнчен 

треугольник тумалла.
73. Гипотенузинчен тата катечёсен сумминчен тӳркӗтеслё треугольник ту

малла (тёпчесе сйнамалла).
74. Гипотенузинчен тата катечёсен разноҫӗнчен т ӳ р к ё т е с л е  треуголь

ник тумалла.
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75. Панӑ тӳрӗ линин {ХУ) пӗр енче выртакан икё точка (А тата В) панӑ. 
Ҫак лини ҫине I тӑршшӗ МЫ  татӑк хумалла, А М  МЫ -\- ЫВ хуҫкаланчӑк ли
нин тӑршгаӗ чи кёске пуласси МЫ татӑка хума пёлнинчен килет. МЫ татӑка 
пӗлсе хурса, хуҫкаланчӑк линие чи кёске тумалла.

К ӑ т а р т у .  В  точкӑна, Х У -па параллельлё тӳрӗ лини тӑрЗх куҫарса пырса, 
А  точка патне МЫ  тЗршшё чухлё ҫывӑхартмалла.

И К К Ё М Ё Ш  С Ы П Ӑ К .

ҪАВРАКӐШ.

I. ҪАВРАКӐШӐН ФОРМИПЕ ПОЛОЖЕНИЙӖ.

103. М а л т а н  а с ӑ р х а т т а р н и. Пёр точка (113 черт.) урлӑ 
темён чухлё ҫавракӑш та тума пулни, вёсен центрёсене кирек 
мёнле те илме юрани курӑнсах тӑрать. Икё точка урлӑ та (114 
черт., А тата В) темён чухлё ҫавракӑш тума пулать, анчах вёсен 
центрёсене кирек мёнле те илме юрамасть, мёншён тесен А тата 
В точкӑсенчен пёртан аякра тӑракан точкӑсем АВ  татӑкӑн вар- 
рине лартнӑ перпендикуляр ҫинче ҫеҫ пулаҫҫӗ (58 §).

Халё ёнтё виҫё точка урлӑ ҫавракӑш тума май пуррипе ҫук- 
кине пӑхса тухӑпӑр.

104. Т е о р е м а .  Пёр т$рё лини ҫинче выртман виҫӗ точ
ка ур лӑ  ҫавракӑш тума тата пёр ҫавракӑш ҫеҫ тума 
пулать.

Пёр тӳрӗ лини ҫинче выртман А, В, С (115 черт.) виҫё точка 
урлӑ (урӑхла каласан, Д А б С  тӑррисем урлӑ) А, В  тата С точ- 
кӑсенчен пёртанах аякра тӑракан тӑваттӑмӗш О точка пулсан 
ҫеҫ ҫавракӑш тума пулать. Халё ёнтё ҫакӑн пек точка пуррине 
тата ун пек точка пӗрре ҫеҫ пулнине кӑтартӑпӑр. Эпир пёлетпёр, 
А тата В точкӑсенчен пёртанах' аякра тӑракан кирек епле точка 
та АВ  енён варри ҫине лартнӑ МЫ перпендикуляр ҫинче пул
малла (59 §), ҫавӑн пекех В  тата С точкӑсенчен пёртан аякра 
тӑракан кирек епле точка та ВС енён варри урлӑ тунӑ РС2 перпен
дикуляр ҫинче пулмалла. Ҫапла виҫӗ А, В  тата С точкӑран пёрта
нах аякра таракан точка пулсан, вӑл точка пёр вӑхӑтрах МЫ ҫинче 
те, РҪ} ҫинче те пулмалла. Ҫак 
точка икё тӳрё лини пёр-пёринпе 
пёрлешнӗ ҫёрте ҫеҫ кун пек пулма 
пултарать. МЫ тата Р(2 тӳрӗ лини
сем пёр-пёринпе яланах пӗрлешеҫ- 
ҫӗ, мёншён тесен вёсем пёр-пёринпе 
пёрлешекен АВ  тата ВС тӳрё лини
сен перпендикулярёсем пулса тӑ- , 
раҫҫӗ (78 §). Вёсем пёр-пёринпе пёр- 
лешнё О точка А, В тата С точкӑ- 
сенчен пёртанах аякра тӑракан 
ҫакӑн пек точка пулать те ёнтё; 
ҫак точкӑна центр вырӑнне илсен, 
радиус вырӑнне ОА татӑка ( е ОВ е ОС татӑка) илсен, ҫавракӑш 
вара А, В  тата С точкӑсем урлӑ каять. Анчах та, МЫ тата РС} 
тӳрё линисем пёр точкӑра ҫеҫ пӗрлешме пултарнӑ пирки, ҫак
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ҫаврӑкӑшӑн пёр центр ҫеҫ пулма пултарать тата унӑн радиус 
вӑрӑмӑшӗ те пӗрре кӑна пулать; ҫапла шыракан ҫавракӑш та 
пӗртен пёр ҫавракӑш пулать.

А с ӑ р х а т т а р н и .  А, В тата С виҫё точка та пёр тӳрё лини 
ҫинче выртаҫҫӗ пулсан, вара ММ тата РҪ} перпендикулярсем 
пёр-пёринпе параллельлё пулнӑ пулӗччӗҫ, вара вёсем пёр-пёрне 
касса кайма пултараймӗччёҫ. Ҫапла ёнтё, пёр тӳрӗ лини ҫинче 
выртакан виҫӗ точка урлӑ ҫавракӑш тума май килмест.

С л е д с т в и .  А точкӑран та, С точкӑран та пёртанах аякра 
тӑракан О точка (115 черт.), треугольникён АС енён варрине 
лартнӑ КЗ  перпендикуляр ҫинче пулмалла.^ Ҫапла ёнтё:

треугольник енёсен варри витёр тунӑ виҫӗ перпендикуляр 
пёр токкӑра пӗрлешеҫҫӗ.

105. Т е о р е м а .  Хордӑпа  (116 черт., СО) перпендикуляр- 
л ӑ  диаметр (АВ ) ҫак хордӑна тата вал туртса таракан  
пӗкӗне ҫурмаран пайлатъ.

Чертежа АВ  диаметр тӑрӑх, унӑн сылтӑм енчи пайё сулахай 
енчи ҫине ӳкмелле хутлатӑпӑр. Вара сулахай енчи ҫурҫавракӑш 
сылтӑм енчи ҫурҫавракӑш ҫине ӳкет те, КС перпендикуляр К и

тӑрӑх каять; КС тӳрӗ лини ҫурҫавракӑшпа 
пёрлешнё С точка И  точка ҫине ӳкет; ҫа- 
вӑнпа та:
С К  =  К О ; —  Й С =  ^  ВО) - АС — ^  А О .

106. Т ӳ р т ӗ н л е  т е о . р е м ӑ с е м .  1.Хор
да (СО) варриур лӑ  тунӑ диаметр (АВ) 

£) ҫак хордӑпа перпендикулярлӑ  тата 
ва л  туртса тӑракан пӗкке ҫурмаран 
пайлат ь  (116 черт.).

2. Пёкё (СВО) варри ур лӑ  тунӑ диа- 
116 черт. метр (АВ) ҫак пёкке туртса таракан

хордӑпа перпендикулярлӑ тата йна
ҫурмаран пайлать.

Ҫак икё предложение те хирӗҫле майпа ҫӑмӑлланах кӑтартса
пама пулать.
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107. Т е о р е м а .  Пёр-пёринпе парал
л е л ь л ё  хордӑсем хушшинчи пёкёсем 
(117 черт., АС  тата в Ъ ) пёртан.

Чертежа АВ ±_ЕР диаметр тйрйх хут- 
лӑпӑр. Вара, малтанхи теорема тӑрӑх, А 
точка В точка ҫине, С точка И  точка ди
не ӳкет теме пултаратпӑр; ҫапла ёнтӗ, 
АС пӗкӗ те ДО пёкё ҫине ӳкет, урӑхла 
каласан, ҫак пёкёсем пёр-пёринпе пёртан 
пулаҫҫӗ.

108. З а д а ч й с е м .  1) Панӑ пёкке (118 
черт., АВ) ҫурмаран пайлӑр.

117 черт. Пёккён вӗҫӗсене АВ хордйпа пёрлеште-
рер те центрӗнчен ун ҫине перпендикуляр 

антарса ӑна пёкё урлӑ каҫиччен тӑсар. Маларах кӑтартса панӑ 
теорема тйрйх, ҫак перпендикулярпа АВ  пёкӗ ҫурмаран пайла
нать. Центр паллӑ мар пулсан, АВ  хордйн варри урлӑ перпенди
куляр тумалла.

2) Панӑ ҫавракӑшӑн центр не тупйр (119 черт.).
Панӑ ҫавракӑш ҫинче мёнле те пулин виҫӗ точка А, В тата 

С илсе, вёсем урлӑ икё хорда, сймахран АВ  тата СВ тӑвӑр. Вара 
ҫак хордйсен варри урлӑ вёсене перпендикулярлӑ ММ  тата РС£ 
тӳрӗ линисем тӑвар. А, В тата С 
точкйсенчен пёртанах аякра тӑракан

118 черт. 119 черт.

шыракан центр ММ  ҫинче те, Р<3 ҫинче те пулмалла; ҫапла ёнтё, 
вӑл ҫак перпендикулярсем пёр-пёринпе пёрлешнё вырйнта, урйх
ла каласан, О точкйра пулать.

II. ПӖКӖСЕМ, ХОРДӐСЕМ ТАТА ХОРДӐСЕМПЕ ЦЕНТР 
ХУШШИСЕМ ПЁР-ПЁРИНПЕ ҪЫХӐНСА ПЫНИ.

109. Т е о р е м й с е м .  Пёр ҫавракӑшра е пёртан ҫавракӑш - 
сенче:

1) пёкёсем пёртан пулсан, вёсене туртса таракан хор- 
дйсем те пёртанах тата вёсем центртан пёртанах аякра  
тӑраҫҫӗ;

2) ҫурҫавракӑшран пёчёкрех икё пёкё пёр-пёринпе пёр
тан мар пулсан, вёсенчен пысакраххине пысйкрах хорда
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туртса тйрать, тата хордйсенчен пы сйкраххи центр 
ҫы вӑхнерех пулать.

1) Калӑпӑр, АВ  пёкё СО пёкёпе пёртан (120 черт.). АВ  хор
да СО хордӑпа пёртаннине тата центртан хордӑсем ҫине антарнӑ

ки вёсем пёр-пёрне хупласа лартаҫҫё. Ҫапла АВ  хорда СО хор- 
дӑпа тата ОЕ перпендикуляр ОЕ перпендикулярпа пёр вырӑна 
лараҫҫӗ (пёр точкӑран тӳрӗ лини ҫине пёр перпендикуляр ҫеҫ 
антарма пулать), урӑхла каласан, А В = С О  тата ОЕ =  ОЕ.

2) Калӑпӑр, АВ  пёкё (121 черт.) СО пёкёрен пёчёкрех тата 
икё пёкки те ҫурҫавракӑшран пёчёкрех;. АВ  хорда С ^  хордӑран 
пёчёкреххине, ОР перпендикуляр ОЕ перпендикуляртан пёчёк- 
реххине кӑтартса памалла. СО пёкё ҫинче АВ  пёкёпе пёртан 
СК  пёкё виҫсе илёпёр те, пулӑшмалли СК  хордӑна тӑвӑпӑр; ма- 
ларах кӑтартнӑ теорема тӑрӑх, ҫак хорда АВ  хордӑпа пёртан 
тата центртан унпа пёртанах аякра тӑрать. СОО тата СОК тре
угольниксен пёрин икё енё теприн икё енёпе пёртан (радиуссем 
пулнӑ майёпе), анчах та енсем хушшинчи кётессем пёртан мар; 
кун пек чухне, эпир пёлетпёр (52 §), кётессенчен пысӑккине 
хирӗҫ, урӑхла каласан, /  СОО хирӗҫ пысйкрах ен выртмалла; 
вара СЕ)^>СК, ҫавӑнпа та СО^>АВ.

ОЕ >  ОЕ кйтартса парас тесен, ОЬ _|_ СК тйвйпйр та тата, ма
лярах кйтартса панӑ тӑрйх, ОЕ — 0 1  тесе йышӑнӑпӑр; ҫапла вара, 
пирён ОЕ тата ОЬ пёр-пёринпе танлаштарса пйхсан та ҫитет. 
Тӳркётеслӗ ОЕМ треугольникре (чертежра хуратнӑскерӗнче) ОМ 
гипотенуза ОЕ катетран пысйкрах; анчах та, ОЬ >  ОМ, вара 
ОЬ^>ОЕ курӑнсах тӑрать, ҫавӑнпа та ОЕ^>ОЕ.

Эпир п ё р  ҫавракӑш валли кӑтартса панӑ теорема п ё р т а н  
ҫавракӑшсемшён те вырӑнлӑ пулать, мёншён тесен ҫакӑн пек ҫавра- 
кӑшсем пёр-пӗринчен хӑйсен положенийёпе ҫеҫ уйрӑм тӑраҫҫӗ.

110. Т ӳ р т ӗ н  т е о р е м ӑ с е м .  Малтанхи параграфра эпир пёр 
радиус ҫинчи икё пёккён пӗр-пӗринпе танлаштаруллӑ тӗслӗхӗсене 
те пӑхса тухрӑмӑр. Пирён хордӑсен тата вёсемпе центрӑн хушши 
хисепёсен танлаштаруллӑ вывочёсем пулчёҫ, ҫавӑнпа та тӳртӗн 
теоремӑсем те тёрёс пулмалла. Ҫав тӳртӗн теоремӑсем акӑ мёнле: 

Пӗр ҫавракӑшра е пӗртан ҫавракӑшсенче:
1) пёртан хордӑсем центртан пёртанах инҫӗшре пулаҫҫӗ 

т ат а вёсем пёртан пёкёсене туртса тӑраҫҫӗ;

р  ОАВ сектора О 
центр тавра стрелка 
кӑтартнӑ еннелле ОВ 
радиус ОС радиуспа 
пёр тёле пуличчен 
ҫавӑрӑр. Вара ВА  пё- 
кё СО пёкё тӑрӑх 
каять, анчах та ку 
пёкёсем пёртан пир-

ОЕ перпендикуляр 
ОЕ перпендикуляр
па пёртаннине кӑ- 
тартса памалла.

А

120 черт.

В В

121 черт.
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2) центртан пёртан инҫешре тӑракан хордӑсем пёртан 
пулаҫҫӗ тата пёртан пёкёсене туртса тӑраҫҫё;

3) икё пёртан мар хордӑран пысӑкраххи центр ҫы- 
вӑхнерех пулать тата пысйкрах пёкке туртса тйрать;

4) центртан пёртан мар инҫешре тйракан хордйсенчен 
центр ҫы вйхнереххи пысйкрах пулать тата пысйкрах  
пёкке туртса тйрать.

Ҫак теоремӑсене хирӗҫлесе кӑтартса пама ҫймйлрах. Сймах- 
ран, вёсенчен малтанх-ине кӑтартса парас тесен, акӑ мӗнле тӑ- 
ватпӑр: панӑ хордйсем пёртан мар пёкёсене туртса тӑмаҫҫӗ 
пулсан, вара тӳрё теорема тӑрӑх, вёсем пёртан пулман пулӗччӗҫ, 
ку вара панӑ условие те хирёҫле пулать; вара пёртан хордйсен 
пёртан пёкёсене туртса тӑмалла; пёкёсем 
пёртан пулсан, тӳрӗ теорема тӑрӑх, вёсене 
туртса тӑракан хордӑсем те центртан пёр
танах аякра пулмалла. / 0

111. Т е о р е м а .  Диаметр пур хор 
дйсенчен те чи пысйкки.

О центра центр витёр кайман мёнле те 
пулин хордӑн, тёслёхрен АВ  хордйн, вёҫё- 
семпе пёрлештерер (122 черт.), вара АОВ 
треугольник пулать; унӑн пёр енё хорда, 
тепёр икё енё—радиуссем пулаҫҫё. Анчах 
та, треугольникре кашни енён вӑрӑмӑшӗ тепёр икё енён суммин
чен кёскерех; ҫапла ёнтё, АВ  хорда икё радиус сумминчен кёс- 
керех; ҫав вӑхӑтрах кирек епле СА) диаметр та икё радиус сум- 
мипе пёртан. Ҫапла диаметр центр витёр кайман пур хордӑран та 
вӑрӑмрах. Анчах диаметр та хорда пулнӑ пирки, диаметр хор
дйсенчен чи пысӑкки пулса тйрать тесе калама та юрать.
III. ТӲРӖ ЛИНИПЕ ҪАВРАКӐШ ПӖР-ПӖРИНПЕ ВЫРНАҪӐНСА

ТӐНИ.
112. Тӳрё линипе ҫавракйш пёр-пёринпе ҫакӑн пек виҫё по- 

ложенире ҫеҫ вырнаҫйнса тӑма пултарни курйнсах тйрать.
1) Центр па турё лини (А В) 

в  хушши (ОС) ур й хла  каласан, 
центртан турё лини ҫине антар- 
нй ОС перпендикуляр вӑрӑмӑшё 
ҫавракӑш радиусӗняен вӑрӑмрах 
(123 черт.). Вара тӳрӗ лини ҫинчи 
С точка центртан радиус вйрймй- 
шёнчен аяккарах пулать, ҫавйнпа 
та вйл ҫавракйш тулашёнче выр
тать. Анчах та, тӳрё лини ҫинчи 
ытти пур точкйсем те, С точкйпа 
танлаштарсан, О точкйран аяккарах 
пулнй пирки (чалйш линисем пер- 

черт’ пендикуляртан вйрймрах), вёсем те
иурте ҫавракӑш тулашёнче выртаҫҫӗ; вара тӳрё линин ҫавракӑшпа 
пёрлешекен пёр точка та ҫук.
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2) Центрпа турё лини хушши (ОС) радиусран кёскерех. Ку 
тёслёхре (124 черт.) С точка ҫавракӑш ӑшёнче выртать. Кун 
пек чухне тӳрӗ лини ҫавракӑш урлӑ каҫса кайни курӑнсах тӑрать.

3) Центрпа тӳрӗ лини хушши (ОС) радиуспа пёртан. Вара 
С точка (125 черт.) тӳрӗ лини ҫинче те, ҫавракӑш ҫинче те пу
лать; тӳрӗ лини ҫинчи ытти мёнпур точкӑсем, С точкӑпа танлаш- 
тарсан, О точкӑран аяккарах тӑраканскерсем, ҫавракӑш тулашён
че пулаҫҫӗ. Ҫапла вара, ку тёслёхре, тӳрӗ линипе ҫавракӑшӑн 
пёрлехи точка пёрре ҫеҫ пур. Ҫак точка центртан тӳрӗ лини ҫине 
антарнӑ перпендикулярӑн тёпё пулса тӑрать.

Ҫавракӑшпа пёрлехи пёр точка ҫеҫ пур тӳрё линие ҫавракӑша 
сӗртӗнекен лини теҫҫӗ; ҫак пёрлехи точкӑна хӑйне сӗртёнӳ точки 
теҫҫё.

113. Сӗртӗнекен лини тёлӗшӗпе эпир ҫак и к ё  т е о р е м ӑ н а  
(тӳррине тата тӳртённине) кӑтартса парӑпӑр (126 черт.):

-в

124 черт. 125 черт.

1) Т$рё л и н и  (ММ) радиусӑн ҫавракӑш  ҫинче вы рт акан  
вӗҫӗпе перпенд икулярл ӑ  пулсан, вӑ л  ҫавракӑш ӑн сӗртӗне- 
кен  ли н и  пулат ь, тата тӳртӗнле:

2) т $рӗ ли н и  ҫавракӑш ӑн сӗрт ӗнекенни пулсан, вара  
сӗрт ӗнӳ т очкипе пёрлеш т ернӗ радиус ҫав линипе перпен- 
д и к у л я р л ӑ  пулат ь.

1) Радиусӑн вёҫӗнче выртакан А точка ҫак ҫавракӑшӑн точки 
пулать; анчах ҫак вӑхӑтрах вӑл ММ тӳрё линин точки те пу
лать. Апла пулсан, ку точка ҫавракӑшпа тӳрӗ линин пёрлехи 
точки пулать. ММ тӳрӗ лини ҫинчи ытти тпчкӑсем, сӑмахран, 
В, С тата ытти точкӑсем те, центртан радиус вӑрӑмӑшӗнчен

аяккарах тӑраҫҫё 
(мёншён тесен ОВ, 
ОС, ... татӑксем, па
лаш линисем пул- 
нӑ пирки, ОА пер- 
пендикуляртан вӑ- 
рӑмрах), ҫавӑнпа та, 
вёсем ҫавракӑш ту
лашёнче выртаҫҫӗ. 

черт' Ҫапла ӗнтӗ, ММ тӳр& 
линин ҫавракӑшпа пёрлехи пёр точка (А) ҫеҫ пур. Ҫапла вара 
ММ  тӳрё лини сёртёнекен лини пулать.
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2) МЫ тӳрӗ лини ҫавракӑшпа А точкйра сёртёнет пулсан, 
ҫак тӳрӗ линин ытти точкисем пурте ҫавракӑш тулашёнче пул- 
малла; ҫакӑн пирки вара ОВ, ОС,... татӑксем ОА радиусран вӑ- 
рӑмрах (О точка ҫавракӑш центрё). Вара радус О точкйна МЫ 
тӳрӗ линин кирек епле точкипе те пёрлештерекен пур татӑкран 
та кёскереххи пулса тӑрать, ҫавӑнпа та О АО  МЫ.

114. Т е о р е м а .  Сӗртӗнекен лини хордӑпа параллельлё  
пулсан, сёртёнӳ тонки вара ҫак хорда туртса тӑракан  
пёкке ҫурмаран пайлать.

Калӑпӑр, АВ  тӳрӗ лини ҫавракйш ҫумне М  точкӑра сӗртӗнет 
(127 черт.) тата вйл СО хордӑпа параллельлё. ^  СМ — ^  МО  
пулнине кйтартса памалла.

Сӗртӗнӳ точки витёр МЕ  диаметр тӑвӑпӑр та вара ЕМ \_А В, 
ҫавӑн пекех ЕМ  _[_ СО пулать; ҫавйнпа та ^ С М  — ^ М О .

115. З а д а ч а .  Панй О ҫавракӑш ҫумне панй АВ турё л и 
нипе параллельлё сёртёну лини тйвйр (128 черт.).

О центртан АВ  ҫине ОС перпендикуляр антарӑпӑр та вара 
ҫак перпендикуляр ҫавракӑшпа пёрлешнё О  точка урлй ЕЕ || АВ  
тйвйпйр. Шыракан сёртёнекен лини ЕЕ  пу
лать. Чйнах та, ОС _\_АВ тата ЕЕ =  АВ  пир
ки, Е Е _]_ ОО пулать; радиусйн вӗҫёнче, ҫав 
радиуспа перпендикулярлй, ҫавракйш ҫинче 
выртакан тӳрӗ лини вара сёртёнекен лини 
пулать.

116. Пёкёпе тӳрӗ линин, е тепёр ҫавра- 
кӑшӑн сопряженийӗ. Тӳрӗ линисене тата 
ҫавракйшсен пӗккисене тунӑ чухне, АВ  тӳрё 
лини тата ҫавракйшсен ВС пёкки пёр-пёринпе 
В  точкйра пёрлешеҫҫё пулсан тата ҫак точка 198 т> 
вёсен сӗртӗнӳ точки пулать пулсан, вёсен 
пёр-пёринпе сопряжени пур теҫҫӗ (129 черт.).

АВ  тата ВС икё пёкё (130 черт.) В  точкйра пёр-пёринпе 
пӗрлешеҫҫӗ пулсан тата вёсен ҫак точкйра иккёшне те сёртё- 
некен лини ОЕ  пулсан, вёсен вара сопряжени пур теҫҫӗ.

Е

130 черт.

Пёкёпе тӳрӗ линин сопряженийё пултйр тесен (113 §), пёккён 
центрё тӳрӗ линин сопряжени точки ҫине лартнй перпендику
ляр ҫинче пулмалла.
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Иӗр пёкёпе тепёр пёккён сопряженийё пултӑр тесен (И З §), 
икё пёкё центрё те ҫак пёкёсен пёрлехи сӗртёнӳ линийё ҫине 
.лартнӑ перпендикуляр ҫинче пулмалла.

Икё линин (тӳрӗ линипе пёккён е икё пёккён) сопряженийё 
пёр линирен тепёр лини ҫине куҫнине якатать, татӑксӑр тӑвать; 
унпа, сӑмахран, чугун ҫулсен е трамвай ҫулӗсен кукӑрёсене тунӑ 
чухне усӑ кураҫҫӗ.

IV. ИКӖ ҪАВРАКӐШӐН ПӖР-ПӖРИНПЕ ҪЫХӐНУЛЛӐ 
ВЫРНАҪӐВӖ.

"117. О п р е д е л е н и. Икё ҫавракӑшӑн пёрлехи пёр точка ҫеҫ 
пулсан, вёсене пёр-пёринпе сёртёнекен ҫавракӑшсем теҫҫӗ; икё 
ҫавракӑшӑн пёрлехи икё точка пулсан, вёсене пёр-пёрин урлӑ 
каҫса каякан ҫавракӑшсем теҫҫӗ.

Пёр-пёринпе пёрлешёнсе ларман икё ҫавракӑшӑн виҫё пёрлехи 
точка пулма пултараймасть, мёншён тесен унсӑрӑн виҫё точка 
урлӑ икё тёрлӗрен ҫавракӑш тума май килнё пулёччё, кун пек 
тума май килмест (104 §).

Малашне центрсен линийё тесе, икё ҫавракӑшӑн центрё ви- 
тёр тухса каякан вёҫӗмсёр линие калӑпӑр. ч

118. Т е о р е м а .  И кё ҫавракӑшӑн  (131 черт.) центрсен л и 
нийё тулашёнче пёрлехи т очка (А) пулсан, вёсен, центрсен 
линийӗпе шутласан, ҫак точкапа сим м ет риллё татах 
тепёр точка  (А^ пур (ҫапла вара, ҫавракӑшсем пёр-пёрин урлӑ 
каҫса каяҫҫӗ).

Центрсен линийё ҫине икё ҫавракӑшӑн диаметрёсем те кӗ- 
реҫҫё, ҫавӑнпа та вӑл мёнпур фигурӑн симметри тёнёлё пулать;

131 черт.

ҫакӑн пирки те ёнтё центрсен линийё тулашёнче выртакан А 
точка симметри тёнёлён тепёр енчи А у точкӑпа (центрсен линийё 
ҫине лартнӑ перпендикуляр ҫинче тата малтанхи точкӑпа пёрта- 
нах аякра тӑраканскерпе) симметриллё пулмалла.

С л е д с т в и .  Пӗр-пӗрин урлӑ  каҫса каякан икӗ ҫавракӑшӑн 
пёрлехи хорди (131 черт., А А Х) центрсен линийёпе перпендику- 
ля р л й  тата ҫак центрсен линийё ӑна ҫурмаран пайлать.

119. Т е о р е м а .  И кё ҫавракӑшӑн центрсен линиӑӗ ҫинче 
пёрлехи т очка пулсан, вёсем пёр-пёрне сӗртӗнеҫҫӗ (132 тата 
133 черт.).
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Ҫавракӑшсен центрсен линийё тулашёнче урӑх пёрлехи точка 
пулма пултараймасть, мёншён тесен вёсен центрсен лини тула
шёнче татах виҫҫӗмӗш пёрлехи точка пулнӑ пулёччё, ҫапла вара

вёсем пёр-пёринпе пӗрлешсе кайнй пулӗччёҫ. Вёсен центрсен 
линийё ҫинче те тепёр пёрлехи точка пулма пултараймасть, 
мёншён тесен ҫак лини ҫинче пёрлехи точка иккё пулсан, вёсен 
вара ҫак точкӑсене пёрлештерекен пёрлехи хорда та пулмалла. 
Анчах та, центрсем витёр каякан хорда вӑл — диаметр пулать; 
ҫавракйшсен пёрлехи диаметр пулсан, вёсем пёр-пёринпе пёрлеш- 
се пёр ҫавракӑш пулаҫҫё.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Ҫавракӑшсем пёр-пёрин тулашёнче пулсан, 
вёсем сёртённине тулашӗнчен сӗртӗнни теҫҫӗ (132 черт.), пёр 
ҫавракӑш тепёр ҫавракйш ӑшӗнче пулсан, вёсем сёртённине шал- 
тан сёртённи теҫҫё (133 черт.).

120. Т е о р е м а  (малтанхипе тӳртӗнле). Икё ҫавракӑш пёр- 
пёринпе сӗртӗнеҫҫӗ пулсан  (132 тата 133 черт., А  точкйра), 
сӗртӗнӳ т очки центрсен линийё ҫинче выртать.

А точка центрсен линийё тулашёнче пулма пултараймасть, 
мёншён тесен унсйрйн ҫавракӑшсен татах тепёр пёрлехи точка 
пулнӑ пулёччё, ку—теоремӑн условине хирӗҫлет.

121. С л е д с т в и .  Пёр-пёрне сёртёнекен икё ҫавракӑшӑн хай- 
сем сӗртӗннӗ точкйра иккёише те перле сёртёнекен турё лини, 
пур, мёншён тесен, сӗртёнӳ точки витёр ОА радиуспа перпен- 
дикулярлӑ МЫ тӳрӗ лини тусан, ҫак тӳрё лини вара ОгА ради
успа та перпендикулярлй пулать (132 тата 133 черт.).

122. Икё ҫавракӑш вырнаҫӑвён тёрлё тӗслӗхӗсем. Икё ҫав- 
ракйшӑн радиусёсене /? тата /?г саспаллисемпе тата вёсен центрё- 
сем хушшине ӑ  саспаллипе паллӑ тйвйпйр. Вара икё ҫавракӑшӑн 
тёрлё вырнаҫӑвёсене кура, ҫак хисепсем мёнле улшӑнса пынине 
тёпчесе сйнйпйр. Ҫакӑн пек вырнаҫусем пилёк тёрлё пулма пул- 
тараҫҫӗ:

1) Ҫ а в р а к ӑ ш с е м  п ё р - п ё р и н п е  с ё р т ё н м е с ё р ,  п ё р -  
п ё р и н  т у л а ш ё н ч е  в ы р т а ҫ ҫ ӗ  (134 черт.); ку тёслёхре 

+  курӑнсах тйрать.

м

132 черт. 133 черт.
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2) Ҫ а в р а к ӑ ш с е м  п ӗ р - п ӗ р н е  т у л  е н ч е н  с ӗ р т ӗ н е ҫ -  
ҫ ё  (135 черт.); вара ӑ =  К-\- мёншён тесен сӗртӗнӳ точки 
центрсен линийё ҫинче выртать.

3 ) Ҫ а в р а к ӑ ш с е м  п ё р - п ё р и н  у р л ӑ  к а ҫ с а  к а я ҫ ҫ ӗ  
(131 черт.); вара +  анчах ҫав вӑхӑтрах мён
шён тесен О А О илсен, унта ООх енё, ӑ пӗртанскер, Н тата Кх 
радиуссемпе пёртан тепёр икё енён сумминчен пёчёкрех, анчах 
вёсен разноҫӗнчен пысӑкрах.

134 черт.

4) Ҫ а в р а к ӑ ш с е м  п ё р - п ё р н е  ш а л  е н ч е н  с ё р т ё н е ҫ -  
ҫ ё (133 черт.); ку тёслёхре й =  /? — мёншён тесен сёртённин 
точки центрсен линийё ҫинче выртать.

5) П ё р  ҫ а в р а к ӑ ш  т е п ё р  ҫ а в р а к а ш ё  ӑ ш ӗ н ч е ,  п ё р -  
п ё р н е  с ё р т ё н м е с ё р е х  в ы р т а т ь  (136 черт.); вара ^<7?—

курӑнҫах тӑрать, пёр уй- 
рӑм тӗслёх, икё ҫавракӑ- 
шӑн центрсем пёр-пёрин
пе пӗрлешсе кайнӑ чухне 
й = 0  (кун пек ҫавракӑш- 
сене концентрически ҫав- 
ракӑшсем теҫҫӗ).

А с ӑ р х а т т а р н и .  Вё- 
ренекенсен ҫак тёслӗхсе- 
не т ӳ р т ӗ н  каласан та 
вёсем тёрёс пулнине кӑ- 
тартса памалла:

1) й  > / ?  +  /?! пулсан, вара ҫавракшисем пӗр-пӗрне сёртён
месёрех пёр-пёрин тулашёнче пулаҫҫӗ.

2) =  К п у л с а н ,  ҫавракӑшсем т ул енчен сӗртӗнеҫҫӗ.
3) +  пулсан, ҫав вӑхӑтрах тата 7  >  /х* — п ул 

сан, ҫавракӑшсем пёр-пёрин ур лӑ  каҫса каяҫҫё.
4) а  =  #  пулсан, ҫавракӑшсем шал енчен сӗртӗнеҫҫӗ.
5) « ?< /?  — /?! пулсан, вара ҫавракӑшсем пёр-пёрне сёртён

месёрех пёрин йшёнче тепри выртать.
Ҫаксене пурне те хирӗҫлесе каланинчен ҫӑмӑллӑнах кӑтартса 

пама пулать.
V ШАЛА ҪЫРНӐ ТАТА ЫТТИ ХӐШПӖР КЁТЕССЕМ.

СЁРТЁНЕКЕН ЛИНИ ТӐВАССИ.
123. Шала ҫырнӑ кӗтес. Ҫавракӑш ҫинчи пёр точкӑран ту

хакан икё хордӑран пулнӑ кётесе шала ҫырнӑ кётес теҫҫё.
* 131 чертежра ОА  тата ОхА турё линисем тӑвар.

136 черт.
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137 черт. 138 черт.

Тёслёхрен, АВС  кётес (137 черт.) шала ҫырнӑ кётес пулать. Шала 
ҫырнӑ кётес ҫинчен вӑл хӑйён енёсем хушшинче хупӑнса тӑракан 
пёкё ҫине сӗвенсе тӑрать тесе калама йышӑннӑ. Ҫапла ёнтӗ 
АВС  кётес АС  пӗкӗ
ҫине сӗЕенсе тӑрать. % 5

124. Т е о р е м а .
Ш ала ҫырнӑ кёт е
се хӑй  сӗвенсе тӑ- 
ракан пӗккӗн ҫур- 
рийӗпе виҫеҫҫӗ.

Ҫак теоремӑна 
акӑ мӗнле ӑнланмал- 
ла: шала ҫырнӑ кё- 
тес вӑл хӑй сёвенсе 
тӑракан пёккӗн ҫур 
пайӗнчи чухлё кётес 
градусё, минучё. се- 
кунчё хупласа тани
не пёлтерет.

Теоремӑна кӑтартса панӑ чухне ӑрасна виҫӗ тӗслӗх пӑхса ту- 
хӑпӑр:

1) О центр (137 черт.) шала ҫырнӑ АВС  кётесён е н ё  ҫ и н ч е  
выртать. ОА радиуса тӑвӑпӑр та вара / \А О В  пулать, кунта 
ОА =  ОВ (радиуссем), ҫапла ёнтё, ^ А В О  =  ,/В А О .  Ҫак тре
угольникпе шутласан, АОС кётес тулашёнчи кётес пулать; ҫа- 
вӑнпа та вӑл АВО  тата ВАО  кётессен суммипе пёртан, вӑл икё 
АВО  кётеспе пёртан; ҫавӑнпа та АВО  кётес центрти АОС  кёте- 
сён ҫ у р р и й ё п е  пёртан. Анчах та, АОС кётесе ӑна АС  пёкёпе 
виҫеҫҫё, урӑхла каласан, вӑл хӑйёнче АС  пёкё хӑйёнче пёкё 
градусне, минутине тата секундине тытса тӑнӑ чухлех кётес гра- 
дусне, минутине тата секундине тытса тӑрать, ҫапла вара, АВС  
кётесе АС пёккён ҫуррипе виҫеҫҫӗ.

2) О центр шала ҫырнӑ АВС  кётесён е н ё с е м  х у ш ш и н ч е  
выртать (138 черт.).

ВО  диаметра тусан, эпир АВС  кётесе икё кётесе пайлатпӑр; 
маларах кӑтартнӑ теорема тӑрӑх, вёсенчен пёрине АО  пёккён 
ҫуррийӗпе, теприне—ОС  пёккён ҫуррийёпе виҫеҫҫӗ; ҫапла вара,
АВС кётесе ■ А О -\- -— —'О С  суммӑпа виҫеҫҫӗ, ҫак сумма акӑ
мёнпе пёртан:

~  АО -{-•-'О С), урӑхла каласан, 4~ ■АС.

3) О центр шала ҫырнӑ АВС  к ё т е с ё н  т у л а ш ё н ч е  выр
тать (139 черт.).

В£) диаметр тусан, акӑ мёнле пулать:
£  АВС =  /  АВО  — СВО.

Анчах та, АВО  тата СВО кётессене, маларах кӑтартса панӑ 
тӑрӑх, АО  тата С ^  пёкёсен ҫуррийёсемпе виҫеҫҫё, ҫапла вара, 
АВС  кбтес вёсен разноҫёпе виҫӗнет.
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—  ^  А И  СО', анчах ку разность -у- АО  —  ̂  С.О),

урӑхла каласан, - у  -—•Л С пёртан.
125. С л е д с т в и с е м .  1) /7ё/? пӗ/се ҫинех сёвенсе тӑракан 

шала ҫырнӑ пур кётессем те пёр-пёринпе пёртан (140 черт.), 
мёншён тесен вёсене кашнинех пёр пёккён ҫуррийӗпех виҫеҫ- 
ҫё. Ҫакнашкал кётессенчен пёрне а саспаллипе паллӑ тусан, вара

 #

142 черт.

Ҫурҫавракйшпа пёкё пёрлешнё С точкӑна АВ  диаметрӑн вё 
сёсемпе пёрлештерёпёр. Вара АВС  треугольник шыракан тре
угольник пулать, мёншён тесен унйн С кётесё турё кётес, а
гипотенуза тата Ъ катет пулать. ^

127. Задача. Панӑ т^рё линин А веҫеннен, ана м алалла  тас-
масӑрах, перпендикуляр лартӑр.

АтВ  сегмент (чертеж ҫинче хуратнӑскер) хӑйёнче а кётеспе 
п ё р т а н  к ё т е с е  ш ӑ н ӑ ҫ т а р с а  т й р а т ь ,  тесе калама пулать.

2) Диаметр ҫине сёвенсе тӑракан шала ҫырнӑ пур кётессем 
те турё кётессем (141 черт.),. мёншён тесен ҫакнашкал кашни 
кӗтесех ҫурҫавракӑш ҫуррийӗпе виҫеҫҫё, ҫапла вара хййӗнче вйл 
90° тытса тйрать. _ 0 .

126. З а д а ч а ,  а гипотенуза тата Ъ катет тарах турке- 
теслё треугольник тӑвӑр (142 черт.).

Мёнле те пулин МИ  тӳрӗ лини ҫинче АВ =  а хурйпйр та 
АВ  ҫине ҫурҫавракӑш тйвйпӑр. Унтан ҫурҫавракӑшйн А  (е В) 
точкйна центр туса Ь радиуслй пёкё ҫырса ҫурҫавракӑш ҫинчи 
С точка тупйпйр.

139 черт. 140 черт. 141 черт.



143 черт. 144 черт.

Тӳрё лини тулашёнче мёнле те пулин О точка илёпёр те ҫак 
точкӑна ҫавракйшйн центрё, ОА татӑка радиусё туса ҫавракӑш 
ҫырӑпӑр, вара ҫак ҫавракӑш АВ  тӳрё линие С точкӑра татса, 
каять. Ҫак С точка 
витёр СИ диаметр 
тйвйпйр та унӑн вӗҫ- 
не точкӑпа пёрлеш- 
терёпёр. АО  тӳрё 
лини шыракан пер
пендикуляр пулать 
те ёнтё, мёншён те
сен А кётес диаметр 
ҫине сёвенсе тӑракан 
шала ҫырнӑ тӳрё кё
тес пулать.

128. З а д а ч а .  Па
нй точкӑран панӑ ҫавракӑш ҫумне сёртёнекен лини тӑвӑр.

Икё тёслёхе пӑхса тухар:
1) П а н ӑ  т о ч к а  (С, 144 черт.), ҫ а в р а к ӑ ш  ҫ и н ч е  в ы р 

т а т ь .  Вара ун урлӑ радиус тйвйпйр та унӑн С вӗҫё урлӑ ҫак 
радиусӑн АВ  перпендикулярне тӑвӑпӑр (маларахри задачӑра кй- 
тартнӑ евӗрлех).

2 ) П а н ӑ  т о ч к а  А (145 черт.) (О центрлӑ) ҫ а в р а к ӑ ш  т у 
л а ш ё н ч е  в ы р т а т ь .  Вара, А точкӑна О точкӑпа пёрлеште- 
рёпёр те АО татӑка 0 1 точка тёлёнче 
ҫурмаран пайласа, ҫак точкӑна ОО^ 
радиуслӑ точкӑн центрё туса ҫавра- 
кйш ҫырса тухӑпӑр. Ҫак ҫёнё ҫавракӑш 
панӑ ҫавракӑша татса кайнӑ В тата В { 
точкӑсем урлӑ АВ  тата АВг тӳрӗ ли
нисем хывӑпӑр. Ҫак тӳрё линисем 
сёртёнекен линисем пулаҫҫӗ те ёнтё, 
мёншён тесен ОБА тата ОВ^А кётес
сем—диаметр ҫине сёвенсе тӑнй пир

ки—тӳрё кётессем пулаҫҫё.
С л е д е  т в и .  Ҫавракӑш ҫум-  

не унӑн тулашёнчи точкӑран 
тунӑ икё сёртёнекен линисем  
пёртан тата вёсем ҫак точка- 
на ҫавракӑшӑн центрёпе пёр- 
лештернё турё линипе пёртан 
кӗтессемех тӑваҫҫӗ. Ку тӳркӗ- 
теслё АОВ тата ОВуА треуголь
никсем пӗртанлӑхёнчен курӑнса 
тӑрать (145 черт.).

129. З а д а ч а .  О тата О, икё ҫавракӑш ҫу мне пёрлехи сёр
тёнекен лини тӑвӑр (146 черт.).

1) А н а л и з .  Задачйна шутланй, тейёпёр. АВ тӳрё лини пёр- 
лёхи сёртёнекен лини пултйр, А тата В точкйсем— сӗртӗнӳ 
точкисем пулччйр. Паллах, ҫак точкйсенчен пёрне, сймахран,

7Р*

145 черт.

146 черт.



А точкӑна тупсан, вара тепёр точкине тупма та йывЗрах мар, 
ОА тата О,В радиуссене тӑвар. Ҫак радиуссем, пёрлехи сёртё
некен линипе перпендикулярлӑ пулнӑ майёпе, пёр-пёринпе па- 
раллельлё, ҫавӑнпа та, О, точкӑран О,С || ВА  тусан, вара ОСО, 
треугольник т ӳ р к ӗ т е с л ё  пулать (тӳрӗ кётесё С тЗрринче); 
ҫакӑн пирки те ёнтё, О центртан ОС радиуслӑ ҫавракӑш ҫырса 
тухсан, вӑл 0 ,С  тӳрӗ линие С точкӑра сёртёнекен пулать. Ҫак 
пулЗшма тунЗ ҫавракӑшӑн радиусё паллӑ: вал 0 А —С А = 0 А —0,В, 
урӑхла каласан, вӑл панӑ ҫавракӑшсен радиусӗсен разноҫӗпе 
пӗртан.

Ч е р т е ж  т ӑ в а с с и .  Ҫапла ёнтё, чертежа ҫакӑн пек тума 
пулать: ҫавракӑш центрне О точкӑра туса, радиусне панӑ радиус- 
сен разноҫён вЗрЗмЗшӗ чухлӗ илсе, ҫавракӑш ҫырса тухатпӑр; 
О, точкӑран ҫак ҫавракӑш патне ОС сёртёнекен лини тӑватпӑр 
(маларахри задачӑра кӑтартса панӑ мелпе); сёртӗнӳ С точки

урлӑ ОС радиус тӑвӑпӑр та 
вӑл панӑ ҫавракӑшпа А точкӑ- 
ра пӗрлешиччен ӑна малалла 
чӑсӑпӑр. Юлашкинчен, А  точ- 
кӑран СО, линипе параллель
лё АВ  тӳрё лини тӑвӑпӑр.

Ҫакӑн пек майпах эпир те
пёр пёрлехи сёртёнекен лини 
А,В, тума пултаратпӑр. АВ  
тата А,В, тӳрӗ линисене икё 
ҫавракӑшӑн тулашёнчи пёрле
хи сёртёнекен линисем теҫҫё.

Тата шал енчен тепёр икё 
сёртёнекен лини тума пулать 
(147 черт.).

2) А н а л и з .  КалЗпЗр, за- 
дачЗна шутланӑ. АВ  тӳрё лини 

шыракан сёртёнекен лини пултӑр. Сӗртёнӳ А  тата В точкисене 
ОА тата О,В радиуссем тӑвЗпЗр. Ҫак радиуссем иккёшё те пёр
лехи сёртёнекен линипе перпендикулярлӑ тата пёр-пёринпе па
раллельлё пулаҫҫё.

Ҫавӑнпа та, О, точкЗран О,С || ВА тусан тата Зна О,С турё 
линипе С точкӑра пӗрлешиччен чӑссан, вара ОС тӳрӗ лини О,С 
тӳрё линипе параллельлё пулать; ҫакӑн 
пирки те вара центрне О точкӑра тусан,
ОС радиуспа ҫавракӑш ҫырса тухсан, вӑл 
О,С тӳрӗ линипе С точкЗра сёртёнекен 
пулать. Ҫак пулЗшакан ҫавракЗшЗн радиу
се паллй: вЗл 0 А - \ - А С = 0 А - \ - 0 ,В , урЗх- 
ла каласан, вЗл панЗ ҫавракЗшсен радиу- 
сёсен суммипе пёртан.

Ч е р т е ж  т З в а с с и .  Ҫапла ёнтё, чер
тежа ҫакЗн пек тума пулать: ҫавракӑшӑн 
центрне О точкЗра туса, радиусне панЗ 
радиуссен суммин вЗрЗмЗшё чухлё илсе, Н8 черт.
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ҫазракӑш ҫырса тухатпӑр; О, точкӑран ҫак ҫавракӑш патне сёр
тёнекен ОхС лини тӑватпӑр; сёртӗнӳ С точкине О точкӑпа пӗр- 
лештеретпӗр; юлашкинчен, ОС тӳрё лини панӑ ҫавракӑш урлӑ 
каҫса каякан А точка урлӑ АВ  || С 01 тӑватпӑр.

Шал енчи тепёр А Д  сёртёнекен линие те ҫакӑн пек майпах 
тума пулать.

130. Т е о р е м З с е м .  1) Кётесён (148 черт., АВС) т йррииё  
ҫавракӑш  ӑшӗнче выртать пулсан, вӑ л  хййён  енёсем хуш 
шинчи пёккён  т ат а енёсене м а л а л л а  тйсни хуш ш инчи  
пёккён суммин (АС тата 'ОЕ) ҫуррийӗпе виҫӗнет.

2) Кётесён  (149 черт., АВС) т ӑррийӗ ҫавракӑш  т улаш ён
че выртать пулсан, вй л  вара хййён  енёсем хуш ш инчи икё  
пёккён (АС тата ВО) разноҫӗн ҫурриӑӗпе виҫӗнет.

АО  хордӑна (икё чертежӗ ҫинче те) тусан, пирён / \А В С  пу
лать. Ҫак треугольникпе шутласан, кётес тӑррийӗ ҫавракӑш ӑшён- 
че выртнӑ чухне, АВС  кётес т у л а ш ё н -  в
чи,  кётес тӑррийӗ ҫавракӑш тулашёнче 
выртнӑ чухне, ш а л т и  пулать. Ҫавӑнпа 
та, малтанхи тёслёхре: /_ АВС = /_АОС-\- 
4- /_ О  А Е\ иккёмёш тёслёхре: /_ АВС—
=  /  АОС  — /_ ОАЕ.

Анчах та, АОС  тата ОАС кётессем 
шала ҫырнӑ кётес пулнӑ пирки, АС  тата 
ОЕ пёкёсен ҫуррийёпе виҫёнеҫҫё; ҫавӑнпа 
та, АВС  кётес ҫакӑн пек виҫӗнет: пёрре-

мёш тёслёхре (— АС  +  — ОЕ) хисеп- 

пе пёртан~ ^ А С ^  ОЕ  суммӑпа,

иккёмёш тёслёхре-^- ('—■АС — ^  ОС) хисеппе пёртан
1

АС —

ОЕ разноҫпе виҫёнет.
131. Т е о р е м а .  Сёртёнекен линипе хорда  т уна кёт ес  (150 

тата 151 черт., АСО) ун й н  йшёнчи пёккён  ҫуррийӗпе виҫӗнет.
Малтанлӑха СО хорда О центр урлӑ каять, тейёпёр, урйхла 

каласан, ҫак хорда диаметр пулса тӑрать (150 черт.). Вара АСО

Р

150 черг.
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кӗтес тӳрё кётес, ҫавӑнпа та, вӑл 90° пулать. Анчах та, СтО 
пёккён ҫуррийӗ те 90°, мёншён тесен пётём СтО пёкё ҫурҫавра- 
кӑш пулнӑ майӗпе 180° тытса тӑрать. Вара ҫак уйрӑм тӗслӗхшён 
те теорема тӗрёсех пулать.

Халё ёнтё хорда центр витёр кайман пётёмёшле тёслёхе илер 
(151 черт.). Вара СЕ хордӑна тусан, пирён ҫакӑн пек пулать:

Л А С О  =  Л А С Е  — Л О С Е .

АСЕ кётес, сёртёнекен линипе тата диаметрпа пулнӑскер, ма
ларах кӑтартса панӑ тӑрӑх, СОЕ пёккён ҫуррийӗпе виҫӗнет: 
ОСЕ  кётес, шала ҫырнӑ майёпе, ОЕ  пёккён ҫуррийёие виҫӗнет;
ҫапла ёнтё, АСО  кётес -у*'-' С О Е  ОЕ  разноҫёпе, урӑхла
каласан, СО пёккён ҫуррийёпе виҫӗнет.

Ҫакӑн пек майпах, ВСО пуклак кётес (151 черт.), сёртёнекен 
линипе хордӑран пулнӑскер, СпЕО  пёккён ҫуррийёпе виҫӗнет; 
анчах та, кунта теоремӑн доказательствине тунӑ чухне ҫак кё
тесе кётессен разноҫӗ тесе мар, ВСЕ тӳрӗ кётеспе ЕСО шёвёр 
кётесён сумми тесе шутламалла.

132. З а д а ч а .  Панй АВ татйк ҫинче панй а кётесе шйнйҫ- 
таракан сегмент тйвйр (152 черт.).

А н а л и з .  Калӑпӑр, задачӑна шутланӑ; АтВ сегмент хӑйёнче 
а кётесе шӑнӑҫтартӑр, урӑхла каласан, унӑн ӑшне ҫырнӑ кирек 
епле АСВ кётес те панӑ а кётеспе пёртан пултӑр. Ҫавракӑша 
А точкӑра сёртёнекен пулӑшакан АЕ  тӳрӗ лини тӑвӑпӑр. Вара 
ВАЕ  кётес, сёртёнекен линипе тата хордӑпа пулнӑскер, шала 
ҫырнӑ АСВ кётеспе пёртан пулмалла, мёншён тесен вёсем ик
кёшё те АпВ  пёккён ҫуррийёпе виҫёнеҫҫӗ. Халё ёнтё ҫавракӑ- 
шӑн О центрё АВ  татӑк ҫине унӑн варри витёр тунӑ ОО пер
пендикуляр ҫинче выртмаллине шута илӗпёр; ҫак вӑхӑтрах тата

ҫак центр АЕ  сёртёнекен лини ҫине сёр- 
С тӗнӳ точки витёр тунӑ АО  перпендикуляр

ҫинче те выртмалла. Ҫаксемпе усӑ курса, 
эпир ҫакнашкал чертеж тума пултаратпӑр.

Ч е р т е ж  т ӑ в а с с и .  АВ  татӑкӑн вё- 
ҫӗнче панӑ а кётеспе пёртан ВАЕ  кётесе 
тӑватпӑр: АВ  варри витёр ОО  перпенди
куляр тӑватпӑр та АЕ  тӳрӗ лини ҫине, А 
точкӑна, перпендикуляр лартатпӑр: ҫак икё 
перпендикуляр пёр-пёринпе пёрлешнё О 
точкӑна ҫавракӑшӑн центрё туса, радиусне 
ОА илсе ҫавракӑш ҫырса ҫавӑрӑнатпӑр.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  АпВ  сегмент 
шыракан сегмент пулать, мёншён тесен ун 
ҫине ҫырнӑ кирек епле кётес те АпВ  пёк- 
кён ҫуррийёпе виҫӗнет, ҫак пёккён ҫур- 
риех тата ВАЕ  =  а кётесе те виҫет.

152 черт. А с ӑ р х а т т а р н и .  152-мёш чертежра
АВ  татӑкран ҫӳлерехре тӑракан сегмента туса кӑтартна. АВ  та- 
тӑкӑн тепёр енче те ҫакӑн пек сегментах тума пулать. Ҫапла
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ӗнтё, панӑ татӑк АВ  панӑ кӗтеспе курӑнакан геометриллӗ 
точкӑсен вырӑнӗ икӗ сегментӑн. пӗккисешеп тӑратъ; вёсенчен 
кашниех хӑйенче панӑ кӗтесе шӑнӑҫтарать, тата вёсенчен 
пӗрийӗ АВ татӑкӑн пӗр енче, тепрп тепёр енче вырнаҫса тӑрать, 
тесе калама пулать.

Чертеж тумалли задачӑсем.

133. Геометрилле вырӑнсен меточӗ. Чертежла задачйсенчен 
нумаййшне тунӑ чухне геометриллӗ вырйна пӗлнипе тата унпа 
ҫыхӑнуллӑ геометриллӗ вырӑнсен меточӗпе усй курма пулать.

Ҫак методйн, Платон (пирӗн эрӑччен IV ёмёр) вӑхӑтӗнченех 
паллӑскерӗн, тёп шухйшӗ акӑ мӗнле. Панӑ задачӑра кирлӗ усло- 
висене килӗштерекен хйшпӗр точкӑна тупмалла, тейӗпӗр. Ҫак 
условйсенчен пӗрне пӑрахӑҫлӑпӑр, вара задача паллах мар пулса 
тйрать, урйхла каласан, йна килёштерекен точкйсем темён чухлё 
те пулма пултараҫҫӗ. Ҫак точкйсем мёнле те пулин геометрил- 
лё точкйсен вырйнё пулать. Май килсен, йна тйвӑпӑр. Унтан 
пӑрахӑҫланӑ условие илёпёр те мёнле те пулин урйх условие 
пӑрэхйҫлӑпйр; вара задача каллех шутсйр нумай точкӑсене ки
лёштерекен пулать, ҫак точкйсем татах геометриллё точкйсен 
вырйнне тйваҫҫӗ. Май килсен, йна та тйвйпйр. Шыракан точка, 
пур условисене те килёштернё пирки, геометриллё икё вырйн 
ҫинче те, урйхла каласан, вёсем пёр-пёрин урлй каҫса кайнй 
тёлте пулмалла. Шыраса тупнй геометриллё вырйнсем пёр-пёрин 
урлӑ каҫса кайнипе каҫса кайманнине кура, задачйна е шутлама 
май килет, е килмест; геометриллё вырйнсем пёр-пёрин урлй 
миҫе хутчен каҫса каяҫҫё, задачйн отвечёсем 
те ҫавйн чухлех пулаҫҫӗ.

Ҫак методпа шутламалли пёр тёслёхе кй
тартса парар. Ҫак тёслёх тепёр чухне панй 
пур условисене те шута илмешкён чертежа 
пулйшакан линисем те кёртме кирлине кй
тартса парё пире.

134. З а д а ч а .  Панӑ а тёпё, А тӑррин- 
чи. кётес тата икё енён 8 сумми тарах 
треугольник тӑвӑр.

Калйпйр, АВС  шыракан треугольник пу- 153 черт>
лать (153 чертеж). Икё енён панй суммине 
шута илес тесен, ВА  тӳрё линие малалла тйсйпйр та ун ҫинче 
В М = 8  виҫсе илёпёр. Тата МС тӳрӗ лини тусан, эпир пулйша
кан ВМС треугольник тйвйпйр. Ҫак треугольнике тунй хыҫҫӑн, 
вара шыракан АВС  треугольнике тума та йывйр мар.

ВМС треугольнике тӑвасси М  точкйна тупасси патне илсе 
пырать.

АМС треугольник танаяклй пулнине асйрхйпйр та (АМ  =
=  А С) вара, /  М  =  -^~ /_ ВАС (мёншён тесен /_ М + /_ М С А  =
~  /_ ВАС), халё ёнтё М  точка икё условие те килёштермеллине 
куратпйр: 1) вйл В точкйран х чухлё аякра тйрать, 2) унран панй
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ВС татӑк /_ А  пёртан кётеспе курӑнать. Иккёмёш условие
пӑрахӑҫласан, эпир темён чухлё М  точка тупатпӑр, вёсем пурте 
5 радиуспа В точкӑран ҫырса ҫаврӑннӑ ҫавракӑш ҫинче выртаҫҫӗ. 
Пёрремёш условие пӑрахӑҫласан, эпир татах темён чухлех М
точка тупатпӑр, вёсем пурте ВС татӑк ҫинче тунӑ ~  /_ А шӑ-
нӑҫтаракан сегментӑн пӗкки ҫинче выртаҫҫё. Ҫапла ёнтё, М  точ- 
кӑна тупасси геометриллё икӗ вырӑна тупасси пулать, эпир 
вёсене кашнинех тума пёлетпёр. Геометриллё вырӑнсен пӗтӗмӗшле 
точкӑсем пулмасан, вара задачӑна шутлама май килмест; геомет
риллё ҫак вырӑнсем пӗр-пӗрин урлӑ каҫса кайнине е сёртённине 
кура, задачӑн пёр е икё решени пулать (пирён чертеж ҫинче 
задачӑн условийёсене килёштерекен АВС тата А ХВС  треуголь
ник пулать).

Тепёр чухне задача точкӑна тупасс.и мар, темиҫе условие те 
килёштерекен тӳрё линие тупасси пулать. Условисенчен пёрне 
пӑрахӑҫласан, темён чухлё тӳрё линисем тупатпӑр; кун пек чух
не тӳре линисем пёр-пёр линие кӑтартса пама пултараҫҫӗ (сӑмах- 
ран, вёсем пурте пёр-пёр ҫавракӑша сёртӗнекенскерсем пулаҫҫӗ). 
Вара тепёр условие пӑрахӑҫласа, малтан пӑрахӑҫланӑ условие 
■илсен, эпир татах темён чухлё тӳрӗ линисем тупатпӑр, кусем 
те пёр-пёр урӑх линие кӑтартса пама пултараҫҫё. Май килсен, 
ҫак линисене тӑватпӑр та унтан вара шыракан тӳрё линие ҫӑ- 
мӑллӑнах тупатпӑр. Тӗслӗх кӑтартӑпӑр.

135. З а д а ч а .  Панӑ икё О тата Ох ҫавракӑшсене касса 
каякан турё лини тӑвӑр, анчах та, касса каякан тӳрӗ линин 
ҫавракӑшсем ӑшӗнчи татӑкӗсем. панӑ а тата ах татӑксемпе 
пёртан пулччӑр.

Пёр условие ҫеҫ, тёслӗхрен, касса каякан тӳрё линин О ҫав- 
ракӑш ӑшӗнче выртакан татӑкё панӑ а татӑкпа пёртан пулмалли 
условие ҫеҫ илсен, вара касса каякан тӳрӗ линисем шутсӑр пу
ладдё, вёсем пурте центртан пёртанах аякра тӑраҫҫё (мёншён 
тесен пёртан хордӑсем пурте центртан пёртанах аякра тӑраҫҫӗ). 
Ҫавӑнпа та, О ҫавракӑшра а татӑкпа пёртан хорда тусан, унтан 
ҫак хордӑпа центр хушшине радиус туса О ҫавракӑшпа пулӑ- 
шакан концентрически ҫавракӑш ҫырса ҫаврӑнӑпӑр та вара маларах 
каланӑ касакан пур тӳрё линисем те ҫак ҫавракӑша сёртёнекен 
линисем пулмалла. Ҫакӑн пек майпах, иккёмёш условие хӑйне 
пёччен дед шута илсен, эпир шыракан касакан лини пулӑшакан 
иккёмёш Ох ҫавракӑшпа концентрически ҫавракӑшӑн сёртёнекен 
линийё пулнине куратпӑр. Ҫапла ёнтё, пётём ыйту та икё ункӑн 
пёрлехи сёртёнекен линине тӑвасси ҫеҫ пулать.

У П РАЖ Н ЕН И С Е М .

Г е о м е т р и л л ё  в ы р ӑ н с е н е  т у п ӑ р :

1. Точӑксем тупӑр: ҫак точкЗсеичен панӑ ҫавракӑш патне тун5 сёртёнекен 
линисем панӑ татӑкпа пӗртан пулччЗр.

2. Панӑ ҫавракӑш панӑ кётеспе курЗнакан точкЗсен геометриллё вырӑнне 
тупӑр (урӑхла каласан, тупнӑ точкӑсенчен панЯ ҫавракӑш патне тунӑ икё сёр
тёнекен лини пёр-пёрин хушшинче панӑ кётесе туччЯр).
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3. Панӑ радиуспа ҫырса тухнӑ тата панӑ тӳрё лини ҫине сёртёнекен ҫавра- 
кЯшсен центрӗсен вырӑнне тупӑр.

4. Панӑ радиуспа ҫырса тухнЯ тата панй ҫавракӑша сёртёнекен ҫавракЯшсен 
центрёсене тупӑр (икӗ тӗслӗх: шалтан сёртӗнни тата тулашӗнчен сӗртённн).

5. Тӳрӗ линин панЯ вӑрӑмӑшлӗ татӑкӗ хӑйпе параллельлё хускалнӑ чухне 
унӑн пёр вӗҫӗ ҫавракЯш тйрйх шуса пырать Татӑкӑн тепӗр вёҫӗ ҫырса тухнЗ 
геометриллё вырӑна тупЯр.

А с Я р х а т т а р н и .  Хускалакан тӳрӗ линии икӗ положенине кЯтартакан 
икӗ тӳрӗ линие илёпёр те унЯн ҫавракЯш ҫинче выртакан вӗҫӗсенчен радиуссем  
тЯвЯпЯр; тепӗр вӗҫӗсенчен ҫак радиуссемпе параллельлё тӳрӗ линисем тӑвӑпЯр, 
вёсене центр витёр тухса каякан тата хускалакан линипе параллельлё лини урлЗ 
каҫиччен тӑсӑпЯр. Вара пулнй параллелограмсене пӑхса тухӑпӑр.

6. ПанЯ вӑрӑмЯшлӗ татӑкӑн вӗҫӗсем тӳрё кётесён енёсем тӑрӑх шЯвӑнаҫҫӗ. 
Ҫак татӑкӑн варрийё ҫырса тухакан геометриллё вырӑна тупЯр.

Т е о р е м ӑ с е н  д о к а з а т е л ь с т в и с е н е  т у п ӑ р .

7. Панӑ ҫавракЯш Яшёнче выртакан А  точка урлЯ каякан диаметрпа пер- 
пендикулярлӑ выртаканни чи кёске хорда пулать.

8. А В  хорда ҫинче ҫак хордЯн С  варринчен пёртанах аякра тЯракан И  тата 
Е  икё точка илнё те, ҫач точкЯсем урлЯ А В  тӳрӗ лини ҫине В Е  тата ЕО  пер
пендикулярсем лартса, вёсене ҫавракӑшпа пӗрлешиччен тЯснЯ. Ҫак перпендику
лярсем пёртаннине кйтартса парЯр.

А с й р х а т т а р н и .  Чертежа диаметр тӑрӑх хутламалла.
9. ҪавракЯш Яшне АВ  диаметрпа перпендикулярлӑ СС' тата В В '  икё хорда  

тунЯ. С В  тата С'ГУ хордЯсен варрисене пёрлештерекен М М ' тӳрӗ лини А В  
тӳрё линипе перпендикулярлЯ пулнине кйтартса парйр.

10. О  центрлӑ ҫавракЯш Яшне АВ  хорда тунЯ та Яна, радиуспа пёртан пу- 
личчен, В С  тйршшё тЯснЯ. С  точка тата О центр урлӑ ҫавракӑша касакан С Э  
тӳрё лини тунй (В —ҫавракйша касса каякан иккёмёш точка), А О В  кётес виҫё 
хут ӳстернӗ А С В  кётеспе пёртаннине кЯтартса парйр.

11. Ҫавракӑш центрё урлӑ тата ум тулашёнчи точка урлЯ касакан тӳрӗ ли
ние хывсан, вара ҫак точкЯпа ҫавракӑш урлӑ ҫывйхарах каҫакан точка хушши 
чи кёске хушЯ, панЯ точкЯпа ҫавракйш урлЯ каҫакан тепёр точка хушши — чи 
вйрЯм хушЯ пулать.

12. Пёр-пёрин тулашёнче выртакан икё ҫавракЯш хушшинчи чи кёске хушЯ 
вал—центрсен линийё ҫинчи ҫавракйшсен хушшинчи татак пулать.

13. Икё ҫавракЯш пёр-пёрин урлӑ каҫса каякан точка урлЯ ҫавракйша каса
кан линисене тусан, вёсене ҫавракаш тулашне илсе тухмасан, вёсенчен чи ва- 
рЯмми вара центрсен линийёпе параллельлё выртаканни пулать.

14. Пёр-пёрне тулашёнчен сёртёнекен икё ҫавракӑгаа виҫӗ пёрлехи сёртё
некен линисем тусан, вёсенчен шалти вара тулашёнчен сёртённин точкйсем 
хушшинчи татӑксене кашнинех ҫурмаран пайлать.

15. ҪавракяшЯн А точки урлЯ А В  хорда тата унтан В  точка урлЯ сёртёне
кен лини хывнЯ. ОА радиуспа перпендикулярлЯ диаметр сёртёнекен линипе 
хорда (е унйн малалла тЯснЯ пайё) урлЯ тивӗҫлё С  тата В  точкЯсем урлЯ каҫса 
каять. В С = С В  пулнине кйтартса парЯр.

16. Пёр-пёрне тулашёнчен А  точкйра сёртёнекен О  тата 01 центрлЯ икё 
ҫавпакЯш ҫумне тулашёнчен иккёшне те сёртёнекен лини В С  тунй (В  тата С  
сӗртӗиӳ точкйсем); В А С  кётес тӳрӗ кётес пулнине кЯтартса парЯр. _

А с Я р х а т т а р н и .  А точка урлЯ пёрлехи сёртёнекен лини тӑвӑр та тан- 
аяклӑ А В В  тата А В С  треугольниксене пйхса тухйр.

17. Икё тӳрё лини пёр М  точкӑранах тухаҫҫӗ те ҫавракЯша А  тата В  точкй- 
сенче сӗртёнеҫҫӗ. ОВ  радиус тЯвйр та Яна В  точка тепёр енне В С  =  ОВ чухлё 
малалла тйсЯр. Вара ^  А М С  — 3 . /  ВМ С  пулнине кЯтартса парйр.

18. Пёр М  точкЯран тухакан икё турё лини ҫавракЯша А тата В  точкЯсенче 
сӗртӗнеҫҫӗ. А  тата В точкЯсемие чикёленсе таракан икё пӗкӗрен пӗчӗкки ҫинче 
п?р С  точка илеҫҫӗ те ун урлй висҫӗмёш сёртёнекен лини хывса Яна МА  тата 
М В  тӳрё линисем ҫинчи В  тата Е  точкЯсенче пёрлешиччен малалла тйсаҫҫӗ. 
С  точкйн вырЯнне улйштарнЯ чух: 1) / \ М В Е  периметрё тата 2) В О Е  кёгес ул- 
шЯнманнине кЯтартса парЯр.

А с й р х а т т а р н и .  В М Е  периметрё =  МА  -)- М В ,
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^  БОЕ =  ~  £  АОВ.

19. Икӗ пёртан ҫавракӑшӑн центрёсене пёрлештерекен ОСУ турё линипе 
параллельлё касакан тӳрӗ лини хывнЗ; ҫак тӳрӗ лини О  ҫавракӑша А тата В  
точкйсенче, О ' ҫавракйша А' тата В' точкйсенче касса каять. АА' =  В В ' — ОСУ 
пулнине кйтартса парйр.

Ч е р т е ж  т у м а л л и  з а д а ч ӑ с е м .

20. ПанЗ пёкке 4, 8, 1 6 , . . .  пёртан пайсене пайлӑр.
21. Пёр радиуспах ҫырнӑ пёкёсен сумми тата разноҫё тӑрӑх ҫак пёкёсене 

тупӑр.
22. Центрне панӑ точкЗра туса, панЗ ҫавракЗша ҫурмаран пайлакан ҫавракӑш 

ҫырса ҫаврЗнЗр.
23. ПанЗ тӳрё лини ҫинче панӑ ҫавракӑшран чи ҫывЗхра тӑракан точкЗна 

тупЗр.
24. Ҫавракӑшра хорда панӑ. Ҫак хордМпа ҫурмаран пайланакан тата унпа 

панӑ кӗтесе тӑвакан тепёр хорда тӑвЗр (панӑ кётес кирек епле пулсан та зада- 
чана шутлама май килет-и?).

25. Ҫавракӑш ӑшӗнче панӑ точка урлӑ хорда тӑвӑр та ҫак точка хордӑна 
ҫурмаран пайлатӑр.

26. Кётесён пёр енё ҫинчи панӑ точкӑран ҫавракӑш ҫырса ҫаврӑнӑр та, вӑл 
вара тепӗр енӗ ҫинче панӑ вӑрЗмЗш хорда татса илтӗр.

27. Центрне панӑ кӗтесӗн енӗ ҫинче выртмалла туса, панӑ радиуспа ҫавра- 
кӑш ҫырса ҫаврӑнӑр та вӑл вара тепӗр енӗ ҫинче панӑ вӑрЗмӑш хорда татса илтӗр.

28. Панӑ радиуспа панӑ тӳрӗ линие панӑ точкЗра сёртёнекен ҫавракӑш ҫырса 
ҫаврӑнӑр.

29. ПанЗ ҫавракӑша сёртёнекен тата панӑ тӳрӗ линипе параллельлё лини 
тЗвЗр.

30. ПанЗ А  точка урлӑ каякан тата панӑ тӳрё линие пана В  точкЗра сёртё
некен ҫавракӑш ҫырса ҫаврЗнӑр.

31. ПанЗ кётесён енёсене сёртёнекен тата вёсенчен пӗрне панӑ точкЗра сёр
тёнекен ҫавракЗш ҫырса ҫаврЗнӑр.

32. Пёр-пёринпе параллельлё икё лини хушшинче точка панӑ; ҫак точка 
урлӑ каякан тата панӑ тӳрӗ линисене сёртёнекен ҫавракӑш ҫырса ҫаврЗнЗр.

33. Панӑ ҫавракЗша сёртёнекен тата панӑ тӳрӗ линипе панӑ кётес тӑвакан 
линие тӑвӑр (миҫе ответ пулать?).

34. Тулашёнче панӑ точкЗран ҫавракӑша касакан лини тЗвӑр та унӑн ҫав- 
рашка ӑшӗнчи пайё панЗ татЗкпа пӗртан пултЗр (задачЗна тӗпчесе пЗхӑр).

35. ПанЗ радиуспа панЗ точка урлй каякан тата панй тӳрӗ линие сёртёнекен 
ҫавракӑш ҫырса ҫаврӑнйр.

36. Панӑ тӳрӗ лини ҫинче точка тупӑр; ҫак точкЗран пуҫланакан панЗ ҫав- 
ракӑша сёртёнекен тӳрӗ линисем панЗ вЗрӑмӑш пулччӑр.

37. Пёр кётесне тата икӗ ҫӳллӗшне пӗлни тЗрӑх треугольник тӑвЗр; ҫӳллё- 
шӗсенчен пӗрне панЗ кётесрен тунЗ.

38. Икё точка панЗ, тӳрӗ лини гЗвӑр; панӑ точкЗсенчен ҫак тӳрӗ лини ҫине 
антарнӑ перпендикулярсем панӑ вЗрЗмЗш пулччЗр.

39. Панӑ точка у р й  каякан тата панй ҫавракӑша панӑ точкЗра сёртёнекен 
ҫавракӑш ҫырса ҫаврйнар.

40. Пёр-пёрне параллельлё икё линипе тата ҫак параллельлё линисем хуш 
шинчи ҫавракЗша сёртёнекен ҫавракйш ҫырса ҫаврЗнЗр.

41. ПанЗ радиуспа панЗ ҫавракЗша сёртёнекен тата панй точка витёр каякан 
ҫавракЗш ҫырса ҫаврЗнйр [виҫӗ тӗслӗх пЗхса тухӑр; панӑ точка: 1) ҫаврашка 
тулашёнче, 2) ҫавракйш ҫинче тата 3) ҫаврашка Зшӗнче выртать].

42. Панй радиуспа панй тӳрё линие тата панЗ ҫаврашкана сёртёнекен ҫав- 
ракӑш ҫырса ҫаврӑнйр.

43. Панӑ радиуспа ҫавракӑш ҫырса ҫаврЗнЗр; ҫак ҫавракӑш панӑ кётесён 
енёсенчен панӑ вйрӑмӑш хордӑсем татса илтӗр.

44. Панй ҫаврашкапа панӑ точкйра сёртёнекен тата панй тӳрӗ линие сёртё
некен ҫавракЗш ҫырса ҫаврЗнӑр (икё ответ).

45. ПанЗ тӳрӗ линие панй точкӑра сёртёнекен тата панй ҫаврашкана сёртё
некен ҫавракйш ҫырса ҫаврЗнӑр (икё ответ).
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46. Панӑ икӗ ҫаврашкана сёртёнекен, вёсенчен пӗрне панӑ точкӑра сёртёне
кен ҫавракӑш ҫырса ҫаврӑнӑр [виҫё тёслӗх пӑхса тухӑр: 1) тупмалли ҫаврашка 
яанй ҫаврашкасен тулашёнче; 2) панӑ ҫаврашкасенчен пӗрийӗ тупмалли ҫаврашка 
тулашёнче, тепри унӑн ӑшӗнче; 3) панӑ ҫаврашкасем иккёшё те тупмалли ҫав- 
рашка ӑшӗнче].

47. Виҫӗ пёртан ҫаврашкана шал енчен е тулашёнчен сёртёнекен ҫавракйш 
ҫырса ҫаврйнӑр.

48. Панй сектор ӑшне, сектора чикӗлесе тйракан радиуссене тата секторӑн 
нӗккине сёртёнекен ҫавракӑш ҫырса ҫаврӑнйр.

49. Панӑ ҫаврашка ӑшне виҫӗ пӗртан ҫаврашка ҫырса тухӑр та, вӗсем мӑ- 
шӑршарйн пӗр-пӗрне тата панӑ ҫаврашкана сёртёнекен пулччӑр.

50. Ҫаврашка йшӗнче панӑ точка урлй хорда тӑвӑр та унйн татйкӗсен раз- 
ноҫӗ панй татйкпа пӗртан пултӑр.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Панӑ ҫавракӑшпа концентрически ҫавракЗш тӑвӑр, вӑл 
панй точка урлй кайтйр. Ҫак ҫавракӑшра панӑ точкӑран панӑ вӑрӑмӑш хорда тӑвӑр.

51. Икӗ ҫавракӑш пӗр-пӗрин урлӑ каҫса каякан точка урлй касакан лини 
тӑвӑр та, унӑн ҫавракйшсем ӑшӗнчи пайё панӑ вйрӑмӑшпе пӗртан пултӑр.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Тӳркӗтеслӗ тре
угольник тӑвйр, унӑн гипотенузи панӑ ҫав- 
ракӑшсен центрёсене пёрлештерекен татӑк, 
катечӗ панй татӑкйн ҫуррийӗпе пёртан пул
тйр т. ыт. те.

52. Ҫаврашка тулашёнче панӑ точкӑран 
касакан тӳрӗ лини тӑвӑр та унӑн тулашӗн- А 
чи пайё шалти пайӗпе пёртан пултӑр.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Калйпйр О —ҫавра- 
кӑшӑн центрё, К —унӑн радиусӗ, А —панӑ 
точка. Д А 0 5  тйвйпйр та.кунта вара А В = К ,
ОВ — 2К. С  точка О В  татйкӑн варрийё пул
сан, вара АС—тупмалли тӳрӗ лини пулать. 154 черт.

53. Панӑ турё линипе панй точкӑран и „
сопряжени пулакан (116 §) тата ҫак панЯ точка урлӑ каякан пёкке тавар.

54. Паоаллельлё мар икё тӳрё линие сопряжениллё линипе тата пёкёпе 
пёрлештерёр (116 §). Виҫё тёслёхе пӑхса тухйр:

1) сопряжени точкине тата пёкё радиусне паман пулсан;
2) пёккён радиусне ҫеҫ панӑ пулсан;
3) сопряжени точкине ҫеҫ панй, радиусне паман пулсан (туре линипе пекё- 

сем пӗрлешнин ҫакӑн пек тёслёхёсем чугун ҫул кукйрӑлнисем пулаҫҫӗ).
55. АрхитектурЯра „виҫӗ центрлӑ кукӑр линин“ (е „ҫуроваллй кукйр линин“) 

чертежне ҫакӑн пек тӑваҫҫӗ (154 черт.): А В  татӑка С  тата Е) точкйсенче виҫӗ 
пёртан пая пайлаҫҫӗ; С й  татӑкпа пёртан радиуспа, ҫак точкӑсене центрсем туса 
^ точкӑра пёкӗсем паллй тӑваҫҫӗ; унтан УС тата №  тӳрё линисене тӑваҫҫӗ те 
вёсене малалла тӑсаҫҫӗ; вара С  тата О  центрсенчен АЕ  тата В Е  пёкёсене тата 
^ центртан ЕЕ пёкке ҫырса тухаҫҫӗ. АЕ, ЕЕ тата ЕВ  пёкёсем мёншён сопря- 
жениленнине ӑнлантарса парӑр. А С  татйк ИВ  татйкпа пёртан, анчах СО  татӑкпа 
пёртан мар пулнй пулсан, вёсем сопряжениленнӗ пулӗччӗҫ-ши?

VI. ШАЛА ҪЫРНӐ ТАТА ТУЛАШНЕ ҪЫРНӐ 
МНОГОУГОЛЬНИКСЕМ.

136. О п р е д е л е н  и. АВСИЕ многоугольникён пур кётес тӑр- 
рисем те (155 черт.) ҫавракӑш ҫинче вьфтаҫҫё пулсан, вара ҫак 
многоугольнике ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ, е ҫавракӑша ун тавра 
ҫырса ҫаврӑннӑ теҫҫӗ.

Кирек епле те пулин многоугольникён (155 черт. МКРС}) 
пур енёсем те ҫавракӑша сёртӗнсе тӑраҫҫё пулсан, вара много
угольнике ҫавракӑш тавра ҫырнӑ, е ҫавракӑша ун ӑшне ҫырнӑ 
теҫҫӗ.

137. Т е о р е м ӑ с е м; 1) Кирек епле треугольник тавра та 
(авракйш  тата пӗр ҫавракӑш ҫеҫ ҫырса ҫаврӑнма пулать.
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2) Кирек епле т реугольник ӑшне те ҫавракӑш тата пёр 
ҫавракӑш ҫеҫ ҫырса ҫаврӑнма пулать.

1) Кирек епле треугольникён те А, В тата С тӑррисем пёр 
тӳрё лини ҫинче выртман виҫӗ точкӑсем пулаҫҫӗ; ҫакнашкал

точкӑсем урлӑ яланах ҫавракӑш тата пёр 
ҫавракйш ҫеҫ ҫырма пулнине эпир малтах 
куртӑмӑр (104 §).

2) АВС треугольникён (156 черт.) пур 
енёсене те сёртёнекен ҫавракӑш пулма 
пултарсан, унӑн центре вара треугольни- 
кён пур енёсенчен те пёртанах аякра тй- 
малла. Хале ёнтё ҫакӑн пек точка пуррине 
кӑтартса парӑпӑр. АВ тата АС  енсенчен 
пёртанах аякра тӑракан точкйсен геомет
риллё вырӑнӗ А кётесён АМ  биссектриси 

155 черт. пулать (60 §); ВА тата ВС енсенчен пёр
тан аякра тйракан точкйсен геометриллё 

вырйнё В кётесён ВМ  биссектриси пулать. Ҫак икё биссектриса 
пёр-пёринпе треугольник ӑшӗнче, пёр-пёр О точкйра пёрлешмел- 
ле. Треугольникён пур енёсенчен те пёртанах аякра тйракан 
точка ҫак О точка пулать те ёнтё; мёншён тесен ҫак точка гео
метриллё икё вырйнё ҫинче те выртать. Ҫапла ёнте, треугольник 
йшне ҫаврашка ҫырас тесен, унйн мёнле те пулин икё кётесне, 
сймахран, А тата В кётессене, ҫурмаран пайлйпйр та, вара бис- 
сектрисйсем пёр-пёринпе пёрлешнё точкйна центр тӑвйпӑр. Ра
диус вырйнне центртан треугольникён пёр-пёр енё ҫине антарнй 
перпендикулярён, сймахран, ОР е ОО. е ОР перпендикулярйн 
вйрймйшне илӗпӗр. Ҫавракёш енсене Р, 0  тата Р  точкйсенче 
сёртёнет, мёншён тесен енёсем ҫак точкйсенче радиуссен ҫавра- 
кӑш ҫинче выртакан вӗҫӗсемпе перпендикулярлӑ пулаҫҫӗ (113 §). 
Шала ҫырнй урйх ҫавракйш пулма пултараймасть, мёншён тесен 
икё биссектриса' пёр-пёринпе пёр точкйра ҫеҫ пёрлешме пулта- 
раҫҫӗ тата пёр точкйран тӳрё лини ҫине пёр перпендикуляр 
ҫеҫ антарма пулать.

А с й р х а т т а р н и .  Тулашне ҫырнй ҫавракйшӑн центрё тре
угольник шёвёр кётеслё пулсан ҫеҫ унйн йшёнче пулнине вёренекен- 
сем хййсем кйтартса йнлантарччйр; пуклак кётеслё треугольникре 
вйл унйн тулашёнче, тӳркётеслӗ треугольникре гипотенуза вар- 
ринче пулать. Шала ҫырнӑ ҫавракашйн центрё яланах треуголь
ник йшёнче пулать

С л е д с т в и .  О точка (156 черт.), СА тата СВ енсенчен пёр
танах аякра тйраканскер, С кётесён биссектриси ҫинче пулмалла; 
апла пулсан, треугольникён еиҫӗ кётесён биссектрисисем пёр- 
пёрне пёр точкйра касса каяҫсӗ.

138. Тулаш енне ҫырнӑ ҫавракӑшсем. Тулаш енне ҫырнй 
ҫавракйшсем тесе (157 черт.) треугольникён пёр енне тата тепёр 
икё енён малалла тйснй пайёсене сёртёнекен ҫавракйшсене ка- 
лаҫҫӗ (вёсем треугольникён тулашёнче выртаҫҫӗ, ҫавйн пирки 
те весене тулаш енне ҫырнӑ ҫавракйшсем теҫҫё). Ҫакнашкал 
ҫавракйшсем кашни треугольникён виҫҫё пулма пултараҫҫё. Ҫакйн



пек ҫавракӑшсене тӑвас тесен, АВС  треугольникён тулашёнчи 
кётесёсен биссектрисисене тӑваҫҫё те вёсем пёр-пёринпе пёр- 
лешнё точка вара ҫавракӑш центрё пулать. Ҫапла ёнтё, А кётесён 
тулашне ҫырнӑ ҫавракӑшӑн центрё О точка пулать, урӑхла ка
ласан, А кётеспе юнашар мар, тулашёнчи кётессен ВО тата СО 
биссектрисисем пёр-пёрне касса каякан точка пулать; ҫак ҫав- 
ракӑшӑн радиусӗ О точкӑран треугольникён кирек епле те пулин 
енё ҫине антарнӑ перпендикуляр пулать.

139. Шала ҫырнӑ мӑкӑр четырехугольникён свойствисем.
1) Ш ала ҫырнӑ мӑкӑр четырехуголъникре хире-хирӗҫле 

выртакан икё кётесён сумми икё турё кётеспе пёртан.
2) Тӳртӗн: мӑкӑр че- 

т ырехугольникре х и - 
ре-хирӗҫле выртакан 
икё кётесён сумми икё 
турё кётеспе пёртан 
пулсан, ун  тавра ҫав- 
ракӑш ҫырса ҫаврӑнма 
май пур.

у т \ .  /  ч и
I

А 4* - * ---------------7 с Г  °
N

156 черт.

1) Калӑпӑр АВСО  (158 черт.) шала ҫырнӑ мӑкӑр четырех
угольник; кӑтартса памалла:

< /А -}-< /0  =  2ӑ тата ^  А ^  С — 2ӑ.
Анчах та, кирек епле мӑкӑр четырехуголъникре те тӑватӑ 

кётесён сумми 4ӑ пулнӑ пирки (82 §), кирлё пёртанлӑхсенчен 
пӗрне кйтартса парсан та ҫителёклӗ.

Тёслёхрен, ^ В  +  I)  =  2ӑ пёртанлӑхӑн доказательствине 
тйвйпйр.

В тата О  кётессем, шала ҫырнй кётессем пулнӑ пирки, пёр- 
ремёшё АОС  пёккён ҫуррийӗпе; тепри—АВС  пёккён ҫуррийӗпе
виҫӗнеҫҫё; ҫапла ёнтё, ^ЦО сумма А О С А В С

суммйпа виҫёнӗт, ку сумма шйпах ('—'А Н  С АВС) суммй-
па пёртан, урӑхла каласан, ҫавракӑш ҫуррийёпе пёртан; ҫапла 
вара:

. / Я +  , /£ >  =  2 ^ = 1 8 0 ° .
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2) Калӑпӑр АВСО  (158 черт.) мӑкӑр четырехугольник, унӑн 
^ О  =  2ӑ тейӗпёр, ҫавӑнпа та ӗнтӗ, ^1А-\-</_С — 2ӑ пул

малла. Халё ёнтё ҫак четырехуголь
ник тавра ҫавракӑш ҫырса ҫавӑрма 
май пуррине кӑтартса памалла.

Унӑн кирек епле те пулин виҫё 
тӑррийӗ урлӑ, сӑмахран, А, В тата С 
тӑррисем урлӑ, ҫавракӑш ҫырса ҫав- 
рӑнӑпӑр (ҫакна тума яланах май пур). 
Тӑваттӑмӗш ^  тӑррийё те ҫак ҫавра- 
кӑш ҫинчех пулмалла, мёншён тесен 
унсӑрӑн О  кӗтесён тӑррийӗ е ҫавраш- 
ка ӑшёнче, е унӑн тулашёнче пулмал
ла, вара ку кётес АВС  пёккён дур- 

158 черт. рийӗпе виҫёнмен пулёччё; ҫавӑнпа та
^ .В - \ -  ̂ .О  сумма АОС  тата АВС пёкёсен ҫурсуммипе виҫёнмен 
пулёччё, ҫапла вара ^ . В  сумма 2й?-пе пёртан пулман пу-
лёччё, ку ёнтё панӑ условие те хирӗҫленӗ пулёччё.

С л е д с т в и с е м .  1) Мёнпур параллелограмсенчен тӳркӗ- 
тесли тавра ҫеҫ ҫавракӑш ҫырса ҫаврӑнма пулать.

2) Трапеци тавра вӑл пёртан 
а яклӑ  пулсан ҫеҫ ҫавракӑш ҫырса 
ҫаврйнма пулать.

140. Тулашне ҫырнӑ четырех- 
угольникӗн свойстви. Тулаш не  
ҫы рнӑ чет ы рехуголъникре хире- 
хи р ӗҫле  внесен суммисем пёр- 
пёринпе пёртан.

Калӑпӑр, АВСО  (159 черт.) ту
лашне ҫырнӑ четырехугольник, 
урӑхла каласан, унӑн енёсем ҫав- 
ракӑшпа сӗртёнсе тӑраҫҫё; халӗ 
ёнтё А В -\- СО =  ВС-\- АО  тёрёс
сине кӑтартса памалла.

Сӗртёнӳ точкисене М, Р  тата (3 саспаллисемпе паллӑ, 
тӑватпӑр. Анчах та пӗр точкӑран ҫавракӑш патнелле тунӑ сёртё
некен икё лини яланах пёр-пёринпе пёртан, ҫавӑнпа та АМ  =  А(2, 
ВМ  =  ВЫ, С Ы = С Р, 0 Р  =  0<3.

Ҫапла ёнтё,
А М - \ -М В + С Р + Р 0  =  А(}"-{-С10+ВН-\-№, 

урӑхла каласан,
А В  +  СО =  АО -\-ВС ,

VII. ТРЕУГОЛЬНИКРИ ПИТЕ ПАЛЛӐ ТӐВАТӐ ТОЧКА.
141. Маларах эпир акӑ мён куртӑмӑр:
1) треугольникён енёсем варри витёр лартнӑ виҫӗ перпен

дикуляр пёр точкӑра пӗрлешеҫҫӗ (ку вара тулашне ҫырнй ҫав- 
ракӑшӑн центрё пулать);

2) треугольникён кётесёсен виҫӗ биссектриси пёр точкйра 
пӗрлешеҫҫӗ (ку вара шала ҫырнӑ ҫавракӑшӑн центре пулать).

и
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Тата ҫак икё теорема треугольникри тепёр икё паллӑ точкй- 
на кӑтартса параҫҫё: 3) виҫё ҫӳллёшё пёр-пёрне касса кайнӑ 
точкӑна тата 4) виҫӗ медиана пёр-пёрне касса кайнй точкӑна.

142. Т е о р е м а .  Треугольникён виҫӗ ҫуллӗш ё пӗр т очкӑра  
пӗр-пӗрне касса каяҫҫӗ.

Д А В С  (160 черт.) кашни тйрри урлах, тйррипе хирӗҫле енӗпе 
параллельлё тӳрё лини тӑвӑпӑр. Вара пирӗн пулӑшакан Д  4 , 8 ^ 1  
пулать, панӑ треугольникён тӑррисем ҫак треугольникён енёсем
пе перпендикулярлӑ. Анчах та, С^В =  АС — В А 1 (параллелограмӑн 
хире-хирёҫле енӗсем пулнӑ пирки), ҫавӑнпа та вара В точка А 1С1 
енён варрийё пулать.

Ҫакйн пекех, С точка В {А { енён варрийё, А точка В 1С1 енён 
варрийё пулнине тёрӗслесе курма пултаратпӑр. Ҫапла ёнтё, АО, 
ВЕ тата СЕ ҫӳллёшӗсем Д  А 1В1С1 енёсене перпендикулярлӑ тата 
вёсен варрийё урлӑ каяҫҫӗ, кунашкал перпендикулярсем пёр 
точкӑра пёр-пёрне касса кайнине эпир пёлетпёр (104 §).

А с й р х а т т а р н и .  Треугольникён^ ҫӳллёшёсем пёр-пёринпе 
пёрлешекен точкйна унйн ортоцентре теҫҫӗ.

143. Т е о р е м а .  Треугольникён виҫӗ медиани пёр-пёрне 
пёр т очкйра касса каяҫҫӗ; ҫак т очка каш ни м едианйранах, 
к и лёш уллё  енёнчен ш ут ласан, виҫҫӗмӗш пайне татса илет .

160 черт. 161 черт.

Д Л 5 С  (161 черт.) мёнле те пулин икё медиаяйна, тёслёхрен, 
АЕ тата ВО  медианйсене, О точкйра пёр-пёрне касса каякан- 
скерсене, илёпёр те вара:

0 О = ~  ВО  тата ОЕ =  ^ - А Е
пулнине кйтартса парйпйр.

Ҫакна тйвас тесе, малтан ОА тата ОВ татйксене Р тата О 
точкйсенче ҫурмаран пайласа ОЕОР четырехугольник тйвйпйр. 
Анчах та, ОЕ  татйк тата Д  АВС икё енён варрисене те пёрлеш-
терет, ҫавӑнпа та РО || АВ  тата О Е А В .  Ҫакйнтан акӑ мён
ле вывод тйватпйр: ОЕ  || РО тата ОЕ =  РО\ ҫапла вара, ОЕОР 
четырехугольник параллелограм пулать (89 §), ҫавйнпа та, ОР=  
=  ОЕ тата 0 0  =  ОЕ). Ҫакйнтан акй мёнле пулать:

ОЕ =  -~ -А Е  тата 0О  =  ~ В О .
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Халё ёнтё АЕ  е ВЭ  медианӑпа пӗрле виҫҫӗмӗш медианӑна илӗ- 
пёр те, вёсем те пёр-пёрне касса каякан точка, тёпёнчен шут-
ласан, кашнинченех пайне татнине куратпӑр; вара виҫҫӗмёш
медиана та АЕ  тата ВМ  медианӑсемпе О точкӑрах пёр-пёрне 
касса каймалла.

Физикӑра треугольникён медианисем пёр-пёрне касса каякан 
точкӑна, т р е у г о л ь н и к ё н  й ы в ӑ р ӑ ш  ц е н т р ё  теҫҫё; вӑл 
яланах треугольник ӑшёнче пулать.

УПРАЖНЕНИСЕМ.
Г е о м е т р и л л ё  в ы р ӑ н с е н е  т у п ӑ р :

1. Панӑ А точкЯран. тепёр панӑ В  точка урлӑ каякан тӳрӗ линисем ҫине 
антарнЗ перпендикуяярсен тёпёсенне.

2. Ҫавракӑш ӑшӗнче панЯ точка урлӑ тунӑ хордасен варрисенне.

Т е о р е м ӑ с е н  д о к а з а т е л ь с т в и с е н е  т у п Мр :

3. Икё ҫавракӑш пӗр пӗрне сӗртӗнеҫҫӗ пулсан, вара сӗртёнӳ точки урла 
хывнЯ ҫавракӑшсене касакан кирек епле тӳрӗ лини те ҫавракӑшсенчен хире- 
хирӗҫле пёртан градуссемлӗ пёкёсемех касса илет.

4. Пёр ҫавракӑшра икё пёртан хорда пёр-пёрне касса каяҫҫӗ пулсан, вёсен 
килӗшӳллё татӑкӗсем пёртан пулаҫҫӗ.

5. Икё ҫавракӑш пёр-пёрне А тата В  точкӑсенче касса каяҫҫӗ; А точкЯран 
ҫавракӑшсене С  тата О  точкЗсенче касса каякан турё лини хывнӑ; СВО  кётес 
А точка урлЯ хывнЯ касса каякан кирек епле тӳрӗ линишён те улшЗнман хи- 
сеп пулнине кЯтартса парӑр.

А с З р х а т т а р н и .  А С В  тата А Б В  кётессем улшӑнми пысӑкӑшсем пулаҫҫё.
6. Икё ҫавракӑшӑн пёр-пёринпе сёртӗнӳ точки урлӑ касса каякан икё лини 

хывсан тага вёсен вёҫӗсене хордӑпа пёрлештерсен, вара ҫак хордЗсем пёр-пё
ринпе параллельлё пулаҫҫӗ.

7. Икё ҫавракӑшӑн пёр-пёринпе сёртӗнӳ точки урлӑ, ҫавракӑшсем ӑшёнче 
епле те пулин касакан тӳрё лини хывсан, вара унӑн вӗҫёсем урлӑ каякан сёр
тёнекен тӳрӗ линисем пёр-пёринпе параллельлё пулаҫҫӗ.

8. Треугольник ҫӳллӗшёсен тӗпӗсене тӳрӗ линисемпе пёрлештерсен, ҫёнӗ 
треугольник пулать, ҫак треугольникре малтанхи треугольникён ҫӳллёшӗсем  
биссектрисӑсем пулаҫҫӗ.

9. Пёртан енлё Д /4 В С  тавра тулашне ҫырса ҫаврЗннЗ ҫавракӑш ҫинче кирек 
епле те пулин М  точкӑна илнё; М А, М В , М С  татӑксенчен чи вӑрЯмми тепёр 
икё татЗкйн суммипе пёртаннине кЯтартса парЯр.

10. Р  точкӑран ҫавракӑш патнелле сёртёнекен икё лини РА  тата Р З  хывнӑ, 
В  точкЯран ВС  диаметр туна. СА тата О Р  тӳрӗ линисем пёр-пёринпе парал
лельлё пулнине кӑтартса парӑр (О — ҫавракйш центрё).

И . Икё ҫавракӑш пёр-пёрин урлӑ каҫса каякан точкЯсенчен пёрин урлЯ икё 
ҫавракЗшӗнче те диаметр тӑвӑр. Вара ҫак диаметрсен вёҫӗсене пёрлештерекен 
тӳрӗ лини ҫавракӑшсем пӗр-иӗрин урлӑ каҫса каякан тепёр точки урла вырт- 
нине кйтартса парЯр.

12. А В  диаметр тата А С  хорда 30° кётес тӑваҫҫё. С  точка урлЯ А В  тӳрӗ 
линин малалли панӗ урлӑ О  точкӑра каҫса каякан сёртёнекен лини хывнӑ. АСО  
пёртан аяклӑ треугольник пулнине кЯтаргса парЯр.

13. Треугольник тавра ҫавракӑш ҫырса ҫаврӑнсан тата ҫавракӑш ҫипчи ки
рек епле те пулин точкЯран треуголышкйн енёсем ҫине перпендикулярсем антар- 
сан, вёсен тёиёсем пурте пёр турё лини ҫинче выртаҫҫӗ (СимпсонЯн тӳрӗ линийё).

А с й р х а т т а р н и .  Доказательствине шала ҫырнӑ кётессен (124 §) тата 
шала ҫырнӑ четырехугольникӑн (139 §) свойствисемпе уса курса тумалла.

Ч е р т е ж  т у м а л л и  з а д а ч ӑ с е м .
• 14. ПанЯ вӗҫӗмсёр гӳрӗ лини ҫинче точка тупЯр та, ҫак точкЯран пЯхсан, 

пана турё лини панЯ кётеспе курӑнтӑр.
15. Тёпё, тарринчи кётесё тага ҫӳллӗшӗ тЯрӑх треугольник тЯвЯр.
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16. Панӑ секторлӑ пёкке сёртёнекен тӳрӗ лини тЗвЗр; ҫак тӳрӗ линии (сек
тора чикӗлесе таракан) радиуссен малалли пайёсем хушшинчи татӑкӗ панӑ татӑк- 
па пӗртан пултЗр (ку задачӑна малтараххи ҫине куҫарӑр).

1/. Тӗпӗ, тӑрринчи кётесё тага тӗпӗ ҫине тунЗ медиана тӑрЗх треугольник 
тЗвЗр.

18. Хисепӗсене те тата мёнле выртнисене те кЗтартса икӗ татӑк а  тата Ь 
панЗ. Точка тупӑр, ҫак точкӑран а татЗк панЗ а кётеспе, Ь татӑк панЗ /  кётеспе 
курӑнтӑр.

19. Треугольникре точка тупЗр та ҫак точкӑран пЗхсан, унӑн виҫӗ енё те 
пёртан кӗтеспех курЗнтӑр.

А с З р х а т т а р н и .  Ҫак кётессенчен кашниех 4/3(/ пулмаллине ӑраснах 
асра тытӑр.

20. ТЗрринчи кётесё, ҫӳллёшӗ тата тёпё ҫине тунЗ медиана тЗрӑх треуголь
ник тӑвӑр.

А с а р х ат т а р н и. МедианЗна панЗ чухлё малалла (тёпё тепёр еннелле) 
тӑссан, вара ҫӗнӗрен тупӑннӑ точкӑна тёпён вӗҫӗсемпе пёрлештерёр те, ҫакӑн 
пек майпа тунӑ параллелограма пӑхса тухЗр.

21. Панӑ тёпӗ, ун ҫумӗнчи кётес тата панӑ  ̂ кӗгес тӑрринчен хывнӑ медиа- 
нЗпа панӑ кӗтесе хирӗҫ енӗ тЗвакан кӗтес тЗрӑх треугольник тӑвӑр.

22. Икё диагональ тата пӗр кӗтес тӑрӑх парачлелограм тӑвЗр.
23. Тёпё, тЗрринчи кётесё тата гепӗр икё енён сумми е разноҫӗ тӑрЗх тре

угольник тавЗр.
24. Икё диагональ, юнашар икё енё тата тепёр икё енё тӑвакан кётес тЗрӑх 

четырехугольник тӑвӑр.
25. А, В  тата С  виҫӗ точка панЗ. А урлӑ тӳрӗ лини хывЗр та, вара ҫак 

тӳрё лини ҫине В  тата С  точкӑсенчен антарнЗ перпендикулярсен хушши панЗ 
татЗкпа пёртан пулччйр.

26. Панӑ ҫаврашка Зшне треугольник ҫырӑр; ҫак треугольникЗн икё кётесне 
панЗ.

27. ПанЗ ҫаврашка тавра, панӑ икё кётес тӑрЗх, треугольник ҫырар.
28. Тула ҫырнӑ ҫаврашкан радиусӗ, тӑрринчи кётесё тата ҫӳллӗш ӗ тӑрӑх 

треугольник ҫырЗр.
29. ПанЗ ҫаврашка Зшне икё енён сумми тата ҫак енсенчен пӗрне хирӗҫле 

выртакан кётес тӑрӑх треугольник ҫырӑр.
30. Панӑ ҫаврашка Зшне панЗ енё тата ҫак енё ҫумӗнче мар выртакан икё 

кётес тЗрЗх четырехугольник ҫырӑр.
31. Панӑ ромб ӑшне ҫаврашка ҫырЗр.
32. Тан енлё треугольник Зшне виҫӗ ҫаврашка ҫырЗр; вёсенчен кашниех 

мЗшЗршарЗн пёр-пёрне тата треугольникЗн икё енне сёртёнччёр.
33. ПанЗ виҫӗ енё тата пёр диагоналё тӑрЗх ҫавракӑш ӑшне ҫырЗнма пул- 

таракан четырехугольник тӑвЗр.
34. ПанЗ енё тата шала ҫырнЗ ҫаврашкан радиусӗ тЗрӑх ромб тӑвЗр.
35. ПанЗ ҫаврашка тавра танураллЗ тӳркётеслӗ треугольник ҫырса ҫаврЗнӑр.
36. ПанЗ тёпё тата шала ҫырнӑ ҫаврашкан радиусӗ тӑрӑх танураллЗ тре

угольник тӑвӑр.
37. Тёпё тата ҫак тӗпӗн вӗҫӗсенчен тухакан икё медиана тарЗх треугольник 

тЗвЗр. 143 § асЗрхаттарнине пЗхЗр.
38. Виҫӗ медиана тЗрӑх треугольник тЗвӑр. 143 § асЗрхаттарнине пахЗр.
39. ҪавракЗш тата ун ҫинче А, В  тата С точкӑсем панЗ. Ҫак ҫавракӑш ӑшне 

треугольник ҫырЗр та унЗн биссектрисисен малалла тӑснЗ пайёсем ҫавракЗша 
А, В  тата С  точкӑсейче тёл пулччЗр.

40. Ҫак задачӑнах, биссектрисисем вырЗнне унӑн ҫӳллӗшӗсене илсе, тавЗр.
41. Ҫавракӑш тата ун ҫинче виҫӗ точка Л4, N  тата Р  панЗ; ҫавракЗш Зшне 

ҫырнЗ треугольникён пёр кётесёнчен тунӑ ҫӳллӗшӗ, биссектриса тата медиана 
(вёсен малалла тЗснЗ пайёсем) ҫак М, N  тата Р  точкЗсенче ҫавракЗша тёл пу
ладдё. Ҫак треугольника тЗвЗр.

42. Ҫавракӑш динче икё точка А тата В  панЗ. Ҫак точкЗсенчен пёр-пёринпе 
параллельлё икё хорда тЗвӑр. ХордЗсен суммине панӑ.

Ш у т л а м а л л и  з а д а ч ӑ с е м .

43. ҪавракЗшЗн 1/ц  пайё ҫине сёвенсе тӑракан шала дырнЗ кётесе шутласа 
кЗларӑр.
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44. Ҫаврашкана хордӑпа икё сегмента пайланӑ; хорда ҫавракӑша 5 : 7  отно- 
шенипе пайлать. Ҫак сегментсене шЗнӑҫакан кётессене шутласа кӑларӑр.

45. Икӗ хорда^ пӗр-пӗрин урлӑ 36°15'32" кётес туса каҫса каяҫҫӗ. Ҫак кёте
сён енёсем тата вёсене малалла тЗснӑ пайёсем хушшинчи пёкёсен хисепне гра- 
дуспа, минутЗна тата секундӑпа шутласа кӑларӑр. Пёкёсен отношенийё 3 :2 .

46. Пёр точкЗран ҫавракЗш патнелле хывнӑ сёртёнекен икё лини хушшинчи 
кётес 25°15/ . Сӗртӗнӳ точкйсем хушшинчи пёкёсен пысЗкЗшне шутласа кӑларӑр.

47. Хорда ҫавракӑша икё пая 3 : 7  отношенипе пайлать пулсан, хордЗпа 
сӗртӗнекенни тунӑ кётесе шутласа кӑларӑр.

48. Икё пёртан радиуслӑ ҫавракӑш пёр-пёрин урлӑ 2/3 ӑ  кётеспе каҫса каяҫ- 
ҫӗ; пёр-пёрин урлӑ каҫса кайнипе пулнӑ пӗкӗсенчен пёчӗккинче миҫе градус 
пулнине шутласа кЗларӑр.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Икё пёкё пёр-пёрне касса кайнин кётесё тесе, пёкёсем 
ҫумне касса кайнин точки урлӑ тунЗ сёртёнекен линисем хушшинчи кётесе кг- 
лаҫҫё.

49. Диаметрӑн пёр вёҫё урлЗ сёртёнекен лини, терӗр вӗҫӗ урлӑ — касса 
каякан лини хывнЗ; сёртёнекеннипе касса каяканни пёр-пёринпе 20°30' кётес 
тӑваҫҫӗ. Сёртёнекеннипе касса каяканни хушшинчи пёкӗсенчен пӗчӗккине тупӑр.

В И Ҫ Ҫ Ӗ М Ё Ш  С Ы П Ӑ К .

ПЕРЬЕВӖРЛӖ ФИГУРӐСЕМ.
I. ПЫСӐКӐШСЕНЕ ВИҪЕССИ ҪИНЧЕН ӐНЛАНТАРСА ПАНИ.

144. Татӑка виҫессин задачи. Ку таранччен эпир, икё татӑка 
пёр-пёринпе танлаштарса, вёсем пёр-пёринпе пёртанни тата пёр
тан мар пулсан, вёсенчен хӑшӗ пысӑкраххи ҫинчен ҫеҫ калама 
пултартӑмӑр (6 §). Пирён треугольник енёсене, кётесёсене тан
лаштарса вёреннё чухне (46, 47 §), тӳрӗ линие хуҫланчӑклӑ ли
нипе танлаштарнӑ чухне (50,51 §) тата ытти тёслёхсенче те (53, 
54, 55 §) ҫакӑн пек тума тёл килчё. Анчах та, татӑксене ҫакнашкал 
танлаштарса пӑхни, татӑксенчен кашни пысӑкӑшнех уйрӑмӑн 
кӑтартса параймасть.

Халё ёнтё эпир хамӑр умма татӑкӑн вӑрӑмӑшне уйрӑмӑн тё- 
рӗсрех ӑнланмалли задачӑна тата ҫак вӑрӑмӑшне числосемпе 
кӑтартса памалли задачӑна лартатпӑр.

145. Пёрлехи виҫе. Икӗ татӑкӑн п ё р л е х и  в и ҫ и  тесе виҫ- 
ҫӗмӗш татӑка, ҫак икё татӑкё ҫине те юлашкисӗр тулли число 
хут вырнаҫаканскерне, калаҫҫӗ. Ҫапла ёнтё, АМ  татӑк (162 черт.) 
АВ  татӑкра 5 хут, СО татӑкра 3 хут шӑнӑҫать пулсан, вара АМ  
татӑк АВ  тата СП) татӑксемшӗн пёрлехи виҫе пулать. Ҫакӑн пе
кех тата пёртан радиуслӑ икё пёккён, икё кётесён, тата кёске- 
реххён: икё пёр пек пысӑкӑшӑн пёрлехи виҫи ҫинчен калама 
пулать.

А с й р х а т т а р н и .  Паллах, АЖ татӑк АВ  тата СИ татӑксем- 
шӗн пёрлехи виҫе пулсан, вара эпир АМ  татӑка 2, 3, 4 тата

А---------
А

-+>яи
Г4#* !

163 черт. 164 черт.
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вётёрех пёртан пайсене пайласан, АВ  тата СО татӑксен вӗтӗрех 
те вӗтӗрех пёрлехи виҫисем пулаҫҫё. Ҫапла ӗнтё, икӗ татйкйн 
пӗр-пӗр пӗрлехи виҫе пулсан, вара вёсен темён чухлех пёрлехи 
виҫесем пулмалла. Вёсенчен пёри чи пысйкки пулать.

146. Чи пысӑк пёрлехи виҫене тупма пулӑшакан теоремӑсем. 
Арифметикӑра икё тулли числон пуриншӗн чи пысйк пайлакан- 
нине тупнӑ чухне йӗркерен пайласа пынй пекех, икё татйкйн чи 
пысӑк пёрлехи виҫине тупмашкӑн та, йёркерен хурса пымалли 
мелпе усӑ кураҫҫӗ. Ҫак мел ак ҫакйн пек теоремӑсем ҫинче 
никёсленсе тӑрать:

1. И кё т ат ӑкран  (А тата В, 163 черт.) пӗчӗкки пы сӑкки  
ҫине нимён ю лаш кисёрех т у лли  число хут  вырнаҫать п у л 
сан, вара ҫак т ат ӑксен чи пысӑк пёрлехи  виҫи вёсенчен  
пёчёкки пулат ь.

Калйпйр, сймахран, В татӑк А татӑкра шйпах 3 хут вырнаҫать;. 
анчах та, В татӑк хӑй ҫине шйпах 1 хут ҫеҫ вырнаҫни паллах,. 
ҫавӑнпа та А тата В татӑксен пёрлехи виҫи В пулать; тепёр 
енчен тата ҫак виҫе чи пысйкки пулать, мёншён тесен В  татйк- 
ран пысйкрах ниепле татйк та В татйк ҫине тулли число хут 
шйнйҫма пултараймасть.

2. И кё т ат ӑкран пёчёкки  (164 черт., В) пы сӑкки  (Л) ҫине  
т улли  число хут  вырнаҫнӑ хы ҫҫӑн кирек мён ч у х л ё  т е  
пулин ю лаш ки  (/?) ю лат ь пулсан, вара ҫак т ат ӑксен чи  
пысӑк пёрлехи  виҫи (вйл пур пулсан) пёчёк т ат ӑкёш ӗн т е  
[В) тата ю лаш киш ён те (/?) чи пысӑк пёрлехи  виде п у л 
м алла . Калйпйр, сймахран:

Л =  £  +  £  +  5  +  Я.

Ҫак пёртанлйхран эпир ҫакнашкал икё заключени тума пул- 
таратпйр:

1) В тата /? ҫине нимён юлашкисӗр вырнаҫакан татйк пур 
пулсан, вйл вара А татйк ҫине те нимён юлашкисёрех вырнаҫмалла, 
тёслёхрен, калйпйр, кирек епле те пулин татӑк В ҫине шйпах 
5 хут тата А? ҫине шйпах 2 хут шйнйҫать пулсан, А ҫине вара 
вйл нимён юлашкисёр 5 —}-5 —[-5 —(-2 хут, урйхла каласан, 17 хут 
вырнаҫать.

2) Тӳртӗн: А  тата В  татйксем ҫине нимён юлашкисёр шйнй- 
ҫакан татйк пур пулсан, вара вйл /? татӑк ҫине те нимён юлаш
кисёрех вырнаҫать; тёслёхрен, калйпйр, мёнле те пулин татйк А 
татйк ҫине шйпах 17 хут, В татйк ҫине 5 хут вырнаҫать пулсан, 
вара вйл А татйкӑн 3В татйкпа пёртан пайё ҫине 15 хут вырна- 
ҫать; ҫапла ёнтё А татйкйн юлашки юлнй пайёнче, урйхла кала
сан, татйкёнче вйл 17—15 хут, урйхла каласан, 2 хут шйнйҫать..

Ҫапла ёнтё, икё мйшйр татйксен:

А тата В В тата А? 
пёр пёрлехи виҫесемех пулмалла (вёсем пур пулсан); ҫавйнпа та 
вёсен чи пысйк пёрлехи виҫисем те пёрех пулмалла.

Ҫак икё теорема ҫумне тата виҫмеллин ҫакнашкал аксиомине 
(Архимед аксиомине) хушмалла:
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Пысӑк т а т ӑ к ӗ  (Д) темӗн тери пысӑк пулсан  т а тата  
пӗчӗк т ат ӑкё  (В) т емён т ери пёчёккё  пулсан  та, п ланах , 
пёчӗккине пы сӑкки ҫине йӗркерен 1, 2, 3 т ат а м а ла лла  
та ҫавӑн п ек ех  хурса пырсан, эпир т х ут  хун ӑ  хыҫҫӑн  
пирён е ни м ёнле  ю ла ш ки  те ю лм аст ь, е пёчёк  (В) татӑк- 
ран пёчёкрех  ю ла ш ки  ю лат ь;  урйхла каласан, В • т<^ А, 
анчах та В  • (/л-)- 1 ) > А  пулакан чи пысӑк т тулли положитель- 
нӑй числона яланах тупма пулать.

147. Икӗ татӑкӑн чи пысӑк пёрлехи виҫине тупасси. Калӑ- 
пӑр, панӑ АМ  тата СО (165 черт.) икё татӑкӑн чи пысӑк пёрлехи

виҫине тупмалла.
А ______________________ £. »» Ҫакна тӑвас тесе, эпир

1 н - ^ л /  пысӑк татӑкӗ ҫине (цир-
г , Е п  кульпе усӑ курса) пёчёк-

1 1 1-1 кине май килнё таранах
165 черт. хурса тухатпӑр. Вара, ви-

ҫессин аксиоми тӑрӑх, пи- 
рён икё тёрлё пулма пултарать: е 1) АМ  ҫине СО нимён юлашки 
юлмасӑрах вырнаҫать, вара шыраканни, 1-мёш теорема тӑрӑх, 
СО пулать, е 2) мёнле те пулин юлашкийё (пирён чертежри пек) 
СО татӑкран пёчёкрехскер, ЕМ пулать, вара, 2-мёш теорема та
рах пёчёкрех икё татӑкӑн, тёрёсрех: СО тата пёрремёш ЕМ юлаш- 
кин чи пысӑк пёрлехи виҫине тупасси пулса тӑрать. Ӑна тупас 
тесен, татах малтанхи пекех тӑватпӑр, урӑхла каласан, СО ҫине 
ЕМ татӑка май килнё хут хура-хура тухатпӑр та, вара пирён 
татах икё тёрлё пулма пултарать: е 1) СО ҫине ЕМ нимён юлаш
кисёр вырнаҫать, вара шыракан виҫе ЕМ пулать, е 2) ЕМ татӑк- 
ран пёчёкрех (пирён чертеж ҫинчи пек) татӑк ЕО татӑк пулать: 
вара ыйту татах икё пёчёк татӑксен, ЕМ татӑкӑн тата иккёмёш 
юлашки ЕО татӑкӑн чи пысӑк пёрлехи виҫине тупасси пулать.

Ҫакна малалла та ҫакӑн пекех туса пырсан, пирён ҫакӑн пек 
икё тёслёх пулма пултарать:

1) Темиҫе хутчен хурса тухнӑ хыҫҫӑн нимёнле юлашки те 
юлмасть е

2) йёркерен хурса тухас процесӑн вёҫӗ те пулмасть (эпир 
темён тери вётӗ татӑксене те хурса тухма пултарнине шута илсе; 
анчах та, вётё татӑксене теорире ҫеҫ хурса тухма май пур).

П ё р р е м ё ш  тёслёхре чи кайранхи юлашкийё панӑ татӑксен 
чи пысӑк пёрлехи виҫи пулать. Панӑ татӑксенче ҫак чи пысӑк 
пӗрлехи виҫе миҫе хут вырнаҫнине ансатрах шутласа кӑларас 
тесе, кашни хутчен хура-хура тухнӑ хыҫҫӑн пулакан темиҫе пёр- 
танлӑха ҫырса тухӑпӑр. Ҫапла, пирён чертеж тӑрӑх, ҫапла пулать:

пёрремёш хутчен хура-хура тухнӑ хыҫҫӑн . . АМ =  ЗСО-\-ЕМ
иккёмёш „ • .С О  =  2ЕМ + ЕО
виҫҫёмӗш , ,Е М  =  4:ЕО.
Ҫак пёртанлӑхсенче аялти патӗнчен ҫӳлти патнелле йёркерен 

куҫса пырсан, акӑ мёнле пулать:
ЯЛ/ =  АЕО) СО =  (4РО) • 2 +  т  =  9ЕО 

ЛЛ^ =  (9/гО) • Ъ-\-4ЕО =  31ЕО.
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Ҫакӑн пекех, пёртан радиуспа ҫырнӑ икё пёккён, икё кётесён 
тата ыттисенне те чи пысӑк пёрлехи виҫине тупма пултаратпӑр.

И к к ё м ё ш  тёслёхре панӑ татӑксен пёрлехи виҫи вуҫех те 
пулма пултараймасть. Ҫакна шыраса тупас тесен, калйпйр, панӑ 
АВ  тата С ^  татӑксен мёнле те пулин пёрлехи виҫе пур. Эпир 
малтах куртӑмӑр: ҫак виҫе АВ  тата СО татӑксем ҫине ҫеҫ мар, 
тата ЕЫ юлашки ҫине те, ҫапла вара Е й  юлашки ҫине те, виҫҫӗмёш, 
тӑваттӑмӗш т. ыт. юлашкисем ҫине те нимён юлмасйрах вырнаҫ- 
малла. Анчах та, ҫак татӑксем кашни хутченех пӗчӗкленнёҫемӗн 
пёчӗкленсе пынӑ пирки, вӗсенче кашнинчех пёрлехи виҫе мал- 
танхинчен пёчёкрех хут вырнаҫйнса пымалла. Калйпйр, сӑмахран, 
ЕМ ҫине пёрлехи виҫе 100 хут (кёскенрех: /га хут) вырнаҫсан, 
ЕО ҫине вӑл вара 100-тен сахалрах хут (апла-тӑк, 99 хутран ыт- 
лах мар) вырнаҫать; тепёр юлашкинче унӑн 99 хутран сахалрах 
(апла-тйк, 98 хутран ытлах мар) вырнаҫать тата малалла та ҫап- 
лах. Анчах та, пӗчёкленсе пыракан целйй положительнӑй число
сен йёркин: 100, 99, 98,... (пётёмёшле /га, /га— 1, /га — 2,...) вӗҫё 
пур (/га число темён тери пысӑк пулсан та), ҫавӑнпа та йёркерен 
хурса пырас процесӑн, ӑна ҫителӗклипех малалла туса пырсан, 
вӗҫне ҫитмелле (урӑхла каласан, ниепле юлашки те пулман тёле 
ҫитме пултаратпйр). Ҫапла ёнтё, йёркерен хурса пырассин вёҫӗ 
пулмасан, вара панӑ татӑксен ниепле пёрлехи виҫе те пулма пул
тараймасть.

148. Виҫӗнекен тата виҫӗнмен татӑксем. Икё тӳрӗ лини та- 
тйкӗн пёрлехи виҫе пулсан, вёсене виҫӗнекен татӑксем теҫҫӗ, 
вёсен пёрлехи виҫе ҫук пулсан, вёсене виҫӗнмен татӑксем теҫҫӗ.

Практикӑра виҫӗнмен татӑксем пуррине тӗпчесе пӗлме май 
ҫук, мёншён тесен, йёркерен хурса пынӑ май, эпир яланах ҫав 
тери пёчёк татйк тупма пултаратпйр, вара ҫав пёчёк татйка ма
лалла хурсан, вӑл тепёр пёчёк татӑкӗ ҫине целйй число хут 
вырнаҫнӑн т у й й н а т ь .  Тен, ҫакӑн пек хунй чухне кирек епле 
те пулин юлашки пулатех те пулё, анчах та, инструментсем 
(циркуль) тёрёсех мар пирки тата пирён сисӗм органёсем (куҫ) 
ӑна асӑрхама пултарайман пирки, эпир йна асйрхама пултарай- 
мастпйр та. Ҫапах та, халё эпир виҫӗнмен татйксем чйнах та 
пуррине кйтартса парйпйр.

149. Т е о р е м а .  К вадрат йн диагоналё у н ӑ н  енёпе виҫӗн- 
мест.

Квадратйн диагоналё квадрата икё танураллй тӳркӗтеслӗ тре
угольнике пайланй пирки, ҫак теоремӑна У р й х  сймахсемпе ҫакйн 
пек каласа пама пулать: т анураллй  т уркёт еслё т реуголь- 
никйн гипот енузи ун й н  каМечӗсемпе виҫӗнмест.

Малтан ҫакнашкал треугольникён ҫакйн пек свойствине кй
тартса парйпйр: гипотенуза ҫинче (166 черт.) катетпа пёртан 
татйк АО  хурйпйр та ОЕ  _[_ АС  тйвйпйр, вара ҫёнӗрен пулнӑ т у р 
кёт еслё т реугольник ОЕС пёрт ан а я к л ӑ  пулат ь, ВС кат ет ӑн  
ВЕ т ат ӑкӗгипот енузӑн ОС т ат ӑкӗпе пёртан пулат ь. Ҫакна тё- 
рёслесе ёненес тесен, ВО  тӳрё лини хывйпйр та вара ОЕС  тата 
ВЕО треугольникён кётесёсене пйхса тухйпйр. Анчах та, АВС 
танаяклй тата тӳркӗтеслӗ треугольник пулнй пирки, А. 1 — /_4,
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ҫавӑнпа та /_1 =  АЪ°, ҫавӑн пнркиех ИЕС тӳркётеслӗ треуголь
никре те / 2  =  45°, ОЕС  треугольникён икё пёртан кётес пур,

ҫавӑнпа та унӑн ОС  тата ОЕ  енёсем 
пёртан.

ВОЕ  треугольникре 3-мёш кётес 
АВО  кётесе кӑларнӑ тӳрё кётеспе 
пёртан, 5-мёш кётес АЕ)В кётесе 
кӑларнӑ тӳрё АО Е  кётеспе пёртан. 
Анчах та, /_ АОВ — /_ АВО  (мёншён 
тесен АВ — АО) вара , / 3  =  ^ /5 . 
Кунтан ОБЕ  треугольникё те тан- 
ураллӑ пулмалла, ҫавӑнпа та В Е =  
— ЕО — ОС.

Ҫакна асЗрхЗпЗр та АВ  тата АС  
татӑксен пёрлехи вӑрЗмӑшне тупма 

166 черт. тытЗнЗпӑр. Анчах та, АС~у>АВ тата
АС <^АВ-\- ВС, урЗхла каласан, 

АС<С.2АВ, ҫавЗн пирки те АВ  катет АС гипотенуза ҫине пёр 
хут ҫеҫ вырнаҫать те мёнле те пулин юлашки ОС  юлать. Халё 
ёнтё ҫак юлашкие АВ  ҫине (пёр пекех ВС ҫине те юрать) хурса 
тухмалла. Анчах та, кЗтартса пани тЗрЗх, ВЕ  татӑк 1ЭС татӑкпа 
пёртан. Апла пулсан, ОС татӑка татах тепёр хут ЕС ҫине хурса 
тухмалла. Анчах ЕС татӑк вӑл ОЕС  танураллй треугольникён 
гипотенузи пулать. Ҫапла ёнтё, пёрлехи виҫене тупмашкӑн ма
лалла хурса тухмалли процесс танураллӑ тӳркётеслӗ ОЕС тре
угольникён ЕС гипотенузи ҫине ОС катета хурса тухасси пулать. 
Малалла тата пёчёк танураллӑ тӳркӗтеслё треугольникЗн катетне 
гипотенузи ҫине хурасси пулать тата малалла та ҫавӑн пекех 
вёҫӗмсёрех пулса пырать. Вара ҫак процесс пётме пултарай
масть пулсан, АС  тата АВ  татӑксен пёрлехи виҫи те пулма пул
тараймасть.

150. Татӑксене виҫесси ҫинчен ӑнлантарса пани. Панӑ та- 
тӑкӑн пысӑкӑшне лайӑхрах ӑнланса илес тесессён, ӑна тепӗр, 
паллӑ татӑкпа, сӑмахран, метрпа танлаштарса пӑхаҫҫё (ҫак паллӑ 
татӑка, унпа ытти татӑксене танлаштараканскере, вЗрӑмӑшён 
единици теҫҫё). Танлаштарса пӑхнӑ чухне икё тёслёх пулма пул
тарать: виҫекен татӑк единицӑпа е виҫӗнет, е унпа виҫёнмест.

1) Единицӑпа виҫӗнекен татӑка ви
део тени вӑл— унра ҫак единица е унӑн  г* ~г ~А \  ^
кирек епле те пулин пайӗ миҫе хут  ^  ^  1 _.г 1 ‘‘ -'
вырнаҫнине пёлес тени пулать. *Г  I Т I * I *'

Сӑмахран, калӑпӑр, кирек епле те 
пулин А татӑка, В единицӑпа, А татӑкпа 1б7 черт-
виҫёнекенскерпе, виҫмелле. Вара вёсен
пёрлехи виҫине тупаҫҫё те, вӑл А ҫине те, В ҫине те миҫешер- 
хут вырнаҫнине пӗлеҫҫё. Пёрлехи виҫе В  татЗк хЗй пулсан, виҫ- 
нин результачӗ ц е л й й  число пулать. Ҫапла ёнтё, А ҫине В  
татЗк 3 хутчен вырнаҫсан, вара А татЗкӑн вЗрЗмйшё 3 единица 
пулать. Ҫакнашкал пёрлехи виҫе В татӑкӑн пёр-пёр пайё пулсан, 
виҫнин результачё вара в а к число пулать. Ҫапла, калйпЗр,
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пёрлехи виҫе В татӑкӑн % пайё пулсан, вара вӑл А ҫине 9 хут 
вырнаҫать (167 чертежра кӑтартса панӑ пек), ҫакӑн пек чухне 
ёнтё А татӑкӑн вӑрӑмӑшӗ 9/ г пе пёртан теҫҫӗ.

Виҫнӗ хыҫҫӑн пулнӑ числона час-часах виҫекен япалан виҫе 
пысӑкӑшӗ е виҫи теҫҫӗ. Целӑй тата вак числосене рациональ- 
нӑй числосем теҫҫӗ.

2) Панӑ А татӑк В  единицӑпа виҫӗнмест, вара виҫес процеса 
ӑрасна майпа тӑваҫҫё; А татӑк вырӑнне панӑ е д и н и ц ӑ п а  в и- 
ҫ ё н е к е н  икё татӑк илеҫҫӗ; вёсенчен пёрийӗ А татӑкран пёчёк
рех, тепри—пысӑкрах пулать; вёсем иккёшё те А  татӑкран кӑшт 
ҫеҫ уйрӑм тӑма та пултараҫҫё. Ҫакӑн пек виҫӗнекен пайсене 
тупмашкӑн ҫапла тӑваҫҫӗ: калӑпӑр, пирён панӑ А татӑкран В
вӑрӑмӑш единицин пайӗнчен те сахалрах уйӑрӑлса тӑракан
виҫӗнекен татӑк тупмалла. Вара эпир В единицӑна 10 пёртан пая 
пайлатпӑр та (168 черт.) ҫакӑн пек пёр пайне А татӑк ҫине, май

168 черт.

килнё таранах, хура-хура тухатпӑр. Калӑпӑр, вӑл 13 хутчен выр- 
наҫрӗ те татах темёнле юлашки, В единицӑран ~  сахалрахскер, 
юлчё. Вара пирён панӑ единидӑпа виҫёнекен тата А татӑкран 
кӗскерех А г татӑк пулать. ~  В тепёр хут хурса тухсан, пирён 
татах панӑ единицӑпа виҫёнекен, А татӑкран вӑрӑмрах Л 3 пулать. 
Ку татӑк А татӑкран панӑ единидӑн -щ- пайӗнчен ытлах уйрӑм

мар. А 1 тата Л 2 татӑксен вӑрӑмӑшӗсене -щ-тата^-числосемпе па-
лӑртаҫҫё. Ҫак числосене А  татӑк вӑрӑмӑшён ҫ ы в х а р т н ӑ  в и ҫ и  
тесе шутлаҫҫӗ: пӗрремёшё А татӑкӑн чӑн-чӑн вӑрӑмӑшӗнчен кӗске- 
рех, иккӗмӗшӗ — вӑрӑмрах: Анчах та, А татӑк А1 тата А 2 татӑк-
сенчен единицӑн пайёнчен те сахалрах уйӑрӑлса тӑнӑ пирки,

ҫак числосенчен кашниех Л татӑкӑн вӑрӑмӑшне -^-чухлё тӗрёс- 
лӗхпе кӑтартса параҫҫӗ, тесе калама йышӑннӑ.

Пётӗмёшле илсен, Л татӑкӑн вӑрӑмӑш виҫине чухлё тӗ- 
рӗслёхпе тупас тесен, В  единицӑна пёртан п пая пайлаҫҫӗ те, 
вара —- -мӗш пайё Л ҫине миҫе хут вырнаҫнине шутласа пӗлеҫҫё;

вӑл Л ҫине т хут вырнаҫсан пёр-пёр юлашки, ~~ В единицӑран

пӗчёкрехскер, юлать пулсан, вара — т&та. — числосене Л та-
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тӑкӑн -^--мӗш чухлӗ тӑрӗслёхпе ҫывхартса тупнй виҫи теҫҫӗ;
вёсенчен пёри А татӑкран кӗскерех, тепри вӑрӑмрах пулать.

Ҫакӑн пек майпа эпир виҫнин ҫывхартнӑ результачӗсене ви- 
ҫекен А татйк В единицӑпа виҫӗннӗ чухне те тупма пултарнине 
асӑрхаттарса хӑварӑпӑр. Ҫакйн пек чухне ҫеҫ эпир панӑ татӑкӑн 
тёрёс виҫине тупма пултаратпӑр. Анчах та, панӑ татӑк виҫе 
единиципе виҫёнмен чухне, эпир пӗр рациональнӑй числосемпе 
кӑна тёрёс результат тупма пултараймастпӑр.

А татӑк виҫе единиципе виҫӗнмен чухне, А  татӑк вӑрӑмӑшӗн 
тёрёс числи вырӑнне йышӑнма юрйхлй числона тупас тесе, ҫапла 
тӑваҫҫе

А татйк вӑрӑмӑшӗн зиҫине йёркерен ҫителӗксӗр 0,1 тӗрӗс- 
лӗхпе шутласа кӑлараҫҫӗ, унтан ҫак виҫинех ҫителӗксёр 0,01 
тёрёслӗхпе, унтан тата ҫавнах 0,001 тӗрӗслёхпе шутласа кйла- 
раҫҫӗ, ҫапла вара А татӑкйн ҫывхартнй вӑрймйшне йёркерен шут
ласа кӑларас процеса вӗҫёмсӗр, кашни хутёнчех тёрӗслёхе 10-шер 
хут ӳстерсе малалла туса пыраҫҫё. Ҫакӑн пек процеса тунй чухне 
малтан пӗр вуншарлӑ палӑллӑ, унтан икё, виҫӗ палӑллӑ вак пулса 
пырать, процесс мён тери малалла пырать, вакри вуншарлӑ 
палӑсен хисепё те ӳссех пырать. Вуншарлй ваксене ҫакӑнта кй
тартса панй пек тйвас процеса вёҫӗмсӗрех малалла тйсни вӗҫӗм- 
■сёр периодсйр вуншарлй вака туса парать. (Ҫак вак периодлй 
пулма пултараймасть, мёншён тесен вӑл периодлй вак пулнй 
пулсан, йна ахаль вак тума май пулнй пулёччё, вара А татйк хйй 
те панй вйрймйш единиципе виҫӗннӗ пулёччё).

Алгебрйран эпир кирек епле вӗҫӗмсёр периодлй мар вуншарлй 
вак мёнле те пулин иррациональнӑй числона пёлтернине пё
летпёр. Тёслёхрен, ҫакйн пек числона квадратла кореньрен 
кйларнй число, унран тёрёс корень тухайман чухне, туса парать. 
Ҫапла ёнтё, У  2 вӗҫӗмсӗр вуншарлй вака пёлтерекен иррацио
нальнйй число пулса тйрать1.

1/~2 =  1,4142....
Ҫапла ёнтё, вёҫӗмсёр вуншарлй вак В единицйпа виҫӗнмен 

А  татйка ҫывхартса виҫнӗ чухне пулаканскер, кирек епле те 
пулин иррациональнйй числона пӗлгерет. Ҫак числона вара А 
татйк вйрймйшён тёрёс виҫи вырйнне шутлаҫҫӗ.

А с й р х а т т а р н и .  А  татӑкйн вӑрймйшне ҫителексӗр мар, ыт- 
лашшипе йёркерен 0,1; 0,01; 0,001;... тӗрёслӗхпе ҫывхартса шут
ласа пынй чухне те ҫак иррациональнйй числонах тупма пулать. 
Чйнах та, пёр пек вуншарлй тёрёслёхпе илнё икё виҫе — пёрне 
ҫителӗксӗр, тепёрне ытлашши илнё икё виҫе пёр-пёринчен чи 
юлашки вуншарлй палйпа ҫеҫ уйрйлса тйраҫҫё. Тӗрӗслӗх сте- 
пеньне малалла ӳстерсе пынйҫемён, ҫак юлашки вуншарлй палӑ 
запятаййран сылтйм еннелле малалла та малалла куҫса пырать;

1 Паллах, вёҫӗмсёр вуншарлӑ вака пётӗмпех хут листа ҫине вырнаҫтарма 
ҫук, мёншён тесен, унЗн вуншарлЗ палЗсен хисепӗ вӗҫӗмсёр. Анчах ҫапах та, 
унӑн вуншарлЗ кирек епле палӑсене те тупчалли меле пӗлеҫҫӗ пулсан, Зна 
паллӑ число вырӑнне шутлаҫҫӗ.
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икӗ вакӑн та пӗрлехи вуншарлӑ знакӗсем нумайланнӑҫемӗн ну- 
майланса пыраҫҫӗ. Процеса вёҫёмсӗрех туса пырсан, ҫапла вара, 
икӗ тёслёхре те вуншарлӑ вӗҫӗмсӗр пӗр ваках, урӑхла каласан, 
пӗр иррациональнӑй число пулать.

Вӗҫӗмсӗр вуншарлӑ вакӑн тёрёс хисепне унӑн ҫителӗксӗр ҫыв- 
хартса илнё кирек епле хисепӗнчен те пысӑкрах тата ытлашши 
ҫывхартса илнё кирек епле хисепёнчен те пёчёкрех шутлаҫҫӗ.

151. Вӗҫӗмсӗр вуншарлӑ вак. Алгебрӑра вёҫӗмсӗр вуншарлӑ ваксене ҫак 
определенисенчен вӗрентме тытӑнаҫҫӗ.

В ӗ ҫ ӗ м с ё р  в у н ш а р л ӑ  в а к а  ч й н - ч й н  ч и с л о  т е с е  к а л а ҫ ҫ ё .
В ӗ ҫ ӗ м с ӗ р  в у н ш а р л й  и к ӗ  в а к ӑ н  п ё р  п е к  в у н ш а р л ӑ  п а л ӑ с е м  п ё р т а н  п у л с а н ,  

в ё с е н е  п ё р т а н  т е с е  ш у т л а ҫ ҫ ӗ .
В ё ҫ ӗ м с ӗ р  в у н ш а р л ӑ  п ё р т а н  м а р  и к ё  в а к р а н  п ё р и н  п ё р  п е к  в у н ш а р л й  п а л а  

и к к ё м ё ш ё н н и н ч е н  п ы с й к р а х  п у л с а н ,  в а р а  ҫ а в н а  ч ӑ н - ч ӑ н  п ы с й к р а х  ч и с л о  в ы 
р й н н е  ш у т л а ҫ ҫ ё .

Вёҫӗмсӗр вуншарлӑ вакра пӗр-пӗр вуншарлӑ палЗран пуҫласа малалли палӑ- 
сем пурте нульпе пёртан пулсан, вара вака хыҫалти пур нульсене те хуратса 
пӑрахнӑ хыҫҫӑн пулакан хисеппе пёртан тесе шутлаҫҫё. Ҫапла, вӗҫӗмсӗр вун
шарлй вак 7,8530078000 . . .  вӗҫёмлӗ 7,8530078 вакпа пӗртан. Периодлӑ вӗҫӗмсӗр  
вакӑн периодӗнче 9 пулсан, ӑна вара юлашки вуншарлӑ палӑна, 9-тан уйрӑм- 
скерне, пӗр единицӑна ӳстерсе тата хыҫалти пур тӑххӑрсене те хуратса пйрах- 
са, яланах вӗҫӗмлӗ вуншарлӑ вакпа улӑштараҫҫӗ. Ҫапла, 3 ,7 2 9 9 9 ... вака вӗ- 
ҫӗмлӗ 3,73 вакпа улӑштараҫҫӗ.

152. Вӗҫёмсӗр вуншарлӑ вакӑн ҫывхартнӑ хисепӗ. Панӑ вӗҫӗмсӗр вун
шарлй вака пӗр-пёр я-мӗш палӑпа татсан, вара вӗҫӗмлӗ вак пулать. Ҫак вака

вара в ӗ ҫ ӗ м с ӗ р  в у н ш а р л й  в а к ӑ н  —— т ӗ р ё с л ӗ х п е  ҫ ы в х а р т с а  ш у т л а с а  к ӑ л а р н ӑ
10 п

ҫ и т е л ӗ к с ӗ р  х и с е п ӗ  теҫҫӗ. Ҫак вакрах юлашки вуншарлЗ палла пёр единица хушса 

ӳстерсен, урӑхла каласан, ун ҫумне хушсан, вара вӗҫӗмлё ҫӗнё вак пулать;

вара ҫак вака ҫав тӗрёслӗхпех ҫывхартса шутласа кӑларнӑ ы т л а ш ш и  х и с е п ӗ  
теҫҫӗ. Чӑн-чӑн а числон п  вуншарлӑ палӑллй ҫителӗксӗр хисепне урлй, ытлаш

ши хисепне а 'п урлӑ паллӑ тусан, вара а'п =  У-п +  . Чӑн-чӑн числосен танмар-
лӑхӗн определенийӗ тйрӑх, чӑн-чӑн числон хисепӗ хӑйне кирек епле ҫывхартнин 
ҫителӗксӗр хисепӗнчен пысӑкрах, ҫывхартнин ытлашши хисепёнчен пёчёкрех. 
Ҫапла, тёслёхрен, калӑпӑр, У  2 = 1 ,4 1 4  палӑракан чЗн-чЗн число панӑ. Унӑн 0,01 
тӗрӗслӗхпе шутласа тупнӑ ҫителӗксӗр хисепӗ: 1,41; ытлашши хисепӗ: 1,42; мён
шён тесен

1.41 =  1 ,41000 ...
1.42 =  1 ,4 2 0 0 0 ...,

ҫавӑнпа та чӑн-чӑн числосен таниарлӑхӗн определенине кура ҫакӑн пек пулать: 
1 ,41000 ... <  1,414. . .  < 1 ,4 2 0 0 0 . . . ,  е 1,41 <  V I  <  1,42.

153. Чӑн-чӑн числосемпе действисем тӑвасси... (хушасси). КалЗпӑр, чӑн- 
чӑн икё число а тата (3 панӑ. Вёсен ҫывхартнӑ хисепӗсене, кирек епле вуншарлЗ 
п палӑпа, малтан ҫителёксӗр, унтан ытлашши илёпёр. а  тата [3 числосен ҫыв- 
хартнӑ ҫителӗксӗр хисепӗсене ап тата УРла паллЗ тӑвЯпӑр, ҫывхартнӑ ытлашши 
хисепёсене а!п тата р'л урлӑ паллӑ тЗвЗпӑр. Вара ҫапла пулать:

а 'л=ал  +  у ^ ,  Р'л =  Рл +  |о^- (!)

Халё ёнтё а„ +  |3Л тата а'„ +  $'п суммӑсене тӑвӑпӑр. Вӗсенче кашнинчех п
вуншарлй палӑллӑ вуншарлӑ вак пур.

Суммӑсенчен пӗрне ул тепӗрне „ урлӑ паллЗ тЗвЗпӑр:

ап =  7л, <*[п - |-  — ч'п-
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а'я +  Р'л =  а„ -{ -  Р« +  ,

2
е  =  Т« +  '20  ̂• Ҫак пӗртанлйх акӑ мӗне кйтартса парать: Уп  вак Тп вакран

унйн юлашки вуншарлӑ палли ҫумне икӗ единица хушнипе пулать. Халӗ ӗнтӗ 
п  хисепе пысӑклатса пырӑпЗр. Вара уп вакран вӗҫӗмсӗр вуншарлЗ вак пулать, 
ӑна эпир у урлӑ паллӑ тӑвМпӑр. Ҫак вак е периодлӑ, е периодсӑр пулма пулта
рать. КалӑпЗр, у вак периодсӑр вак пултЗр. Вара унра вуншарлЗ палӑсем, 
9-тан уйрӑмскерсем, вӗҫёмсӗр пулмалла. Кунта у вакра 9-тан уйрӑм вуншарлӑ

2
палӑсем те, п  ӳссе пынЗҫемӗн; ӳссех пымалла. Анчах та, у„ вак ҫумне ^

хушнипе унӑн юлашки икӗ паллинчен сулахай еннерех таракан вуншарлЗ палли- 
сене, 9-тан уйрӑмскерсене, улЗштарма пултараймасть, ҫавӑнпа та -гп тата у 'п 
ваксенче малтанхи пёрлехи вуншарлӑ палӑсен хисепӗ, п  ӳссе пынӑҫемӗн, вӗҫӗм- 
сӗр ех  ӳссе пырать. Ҫапла ӗнтӗ, п вака та пӗртан вёҫӗмсӗр вуншарлӑ вак 
патнех илсе пырагь. ҪакЗн пек чухне, малтан калани тӑрЗх, п кирек епле пул
сан та, ҫапла пулать:

Т* <  Т <  7 'п. №
Халӗ, кзлӑпӑр ёнтё, у вак периодлЗ вак. Кун пек чухне вЗл кирек епле те 

пулин рациональнЗй число пулать. Ку число та (2) танмарлЗхсене килёштер- 
нине шутласа илме йывӑр мар.

О п р е д е л е н и. (2) т а н м а р л ӑ х а  к и л ё ш т е р е к е н .  ч ӑ н - ч ӑ н  ч и с л о н а  а
т а т а  р ч ӑ н - ч ӑ н  ч и с л о с е н  с у м м и  т е ҫ ҫ ӗ .

7 =  а “Ь Р.
154. Чӑн-чӑн числосемпе урӑхла действисем тӑвасси. ҪакЗн пек майпах 

чЗн-чЗн икё числон разноҫне, вёсен произведенине тата пёрчислине тепёр чис
ло ҫине пайланӑ хыҫҫЗн пулакан частная тупма пулать. Ҫак действисен резуль- 
тачӗсене тӗплӗнрех тёпчесе вёренни акӑ мёне кЗтартса парать: чӑн-чЗн числосен 
ҫакӑн пек майпа тупнЗ сумми тата произведенийӗ рациональнЗй числосемпе 
тЗвакан действисенчи тёп законсенех пӑхӑнса пырать: хушасси—вырЗнёсене ку- 
ҫарассин тага ушкӑнЗн-ушкӑнЗн пухас законсене пЗхЗнать.

а + Р = Р + а- (а+Р) + т = а+(Р+т)>
хутласси — вырЗнёсене куҫарассин, ушкӑнЗн-ушкӑнӑн пухас тата ушкЗнЗн-уш- 
кЗнӑн пайлас законсене. пӑхӑнать:

а ,8 =  [За, (а Р )у  =  а (Р у ), (а  + Р )  Т =  аТ +  Рт*
Вӗҫӗмсӗр вуншарлЗ ваксем периодлй ваксем пулсан, ҫӳлӗрех калана дей- 

ствисене тунӑ чухне вёсем те, действие периодлЗ ваксене ахаль ваксене куҫарнл 
хыҫҫйн ахаль ваксемпе тунӑ пекех, пёр пек результатсемех параҫҫӗ. ^

Ҫапла ёнтё, рациональнЗй числосем вёсем чЗн-чЗн числосен уйрам теслёхе 
ҫеҫ  нулаҫҫӗ.

155. Икӗ татӑкӑн отношенийӗ. А татӑка виҫнӗ хыҫҫӑн пулнӑ 
числона татӑкӑн числоллӑ виҫи теҫҫӗ. А татӑк виҫе единиципе 
виҫёнет пулсан, вара унӑн числоллӑ виҫи рациональнӑй число 
пулать. Вӑл виҫе единиципе виҫӗнмест пулсан, унӑн числоллӑ 
виҫи периодсӑр вуншарлӑ вака пёлтерекен иррациональнӑй число
лулать. _ . .

Малашне эпир татӑкӑн вӑрӑмӑшӗ тесе унӑн палла виҫе 
единиципе виҫнӗ хыҫҫӑн пулнӑ числона калӑпӑр. Икӗ татӑкӑн 
«отношенийӗ тесе вёсен числоллӑ виҫисен отношенине калӑпӑр.

Пӗртанлӑхсене (1) уйрӑм членсем тӑрӑх хушсан, ҫапла пулать:

102



Икӗ татӑкӑн отношенийӗ мӗнле виҫе единици суйласа илнинчен 
килмест. Чйнах та, сӑмахран, виҫен малтанах суйласа илнӗ еди
ници вырӑнне урӑх, 3 хут пёчёкрех виҫе илсен, вара ҫӗнё еди
ница кашни татӑкӗ ҫине, малтанхипе танлаштарсан, 3-шер хут 
ытларах вырнаҫакан ҫеҫ пулать. Вара татӑксен отношенине пёл
терекен вакра числитель те, знаменатель те, 3-шер хут ӳсет. 
Ҫакӑн пирки вакӑн пысӑкӑшӗ улшӑнмасть. Панй татӑксем пёр- 
пёринпе виҫёнеҫҫӗ пулсан, вара вёсен отношенине шутланӑ чухне 
вёсен пёрлехи виҫине илсен ансатрах. Ҫакӑн пек чухне вара пёр- 
пёринпе виҫӗнекен икё татӑкӑн отношенийё, вёсен пёрлехи виҫи 
кашнин ҫине миҫе хут вырнаҫнине кӑтартакан числосен отноше
нийё пулать.

II. ТРЕУГОЛЬНИКСЕН ПЁРЬЕВЁРЛЁХЁ.

156. Малтанхи ӑнланусем. Пирён таврари пурнӑҫра час-часах 
тёрлё пысйкйш, анчах пёр формӑллӑ фигурйсем тёл пулаҫҫӗ. 
Тёслёхрен, пёр ҫынӑн тёрлё пысӑкӑш ӳкерсе хатӗрленӗ фото- 
ӳкерчёкёсем, ҫуртӑн е хулан тӗрлё пысӑкӑш тунӑ планёсем ҫакйн 
пек пулаҫҫӗ. Ҫакнашкал фигурӑсене пӗрьевӗрлё фигурӑсем тесе 
калама йышйннй. Татӑксен вйрймйшӗсене виҫме пӗлни фигурӑ- 
сен геометрилле пӗрьевӗрлёхё ҫинчен тӗплӗн ӑнланса илме тата 
фигурӑн хййӗн формине улйштармасйрах унӑн виҫине улйштарма 
май парать. Фигурйн формине улӑштармасӑрах унӑн виҫисене 
улйштарнипе тунӑ фигурӑна пӗрьевӗрлӗ улйштарни тесе калаҫҫё. 
Фигурйсен пӗрьевӗрлӗхне вӗренессине эпир чи ансат тёслёхрен, 
треугольниксен пӗрьевӗрлёхӗнчен, тытйнйпйр.

157. Пӗр пек енӗсем. Ку сыпӑк- 
ра пёр-пёрин кётесёсем теприн кӗ- 
тесӗсемпе пёртан треугольниксене 
пӑхса тухӑпӑр. Кун пек чухне „пӗр 
пек“ енсем тесе икё пёртан кётес
сем хушшинче в ы р т а к а н  енсене 
йышйнйпйр (ку енсем тата пёртан 
кётессене х и р ӗ ҫ л е  т е  выр-  
т а ҫ ҫ ё).

158. О п р е д е л е н и .  Икё тре
угольнике ҫакӑн пек чухне пёрь- 
евӗрлӗ теҫҫӗ: 1) пёрин кётесёсем 
теприн кётесёсемпе пёртан п у л 
сан тата 2) пёрин енёсем теприн 
пёр пек енёсемпе пропорциллё пулсан.

Ҫакнашкал треугольниксем пулма пултарнине ҫакӑн пек лемма 
кйтартса парать.

159. Л е м м а 1. Треугольникён {АВС, 169 черт.) пёр-пёр 
енёпе (АС) п а р а л л е ль лё  хы внӑ  т $рё ли н и  (£>£) ҫак панй  
ьгреуголъникрен ун п а  пёрьевёрлё т реугольник татса илет . 
Калйпйр, АВС  треугольникре ИЕ  тӳрӗ лини АС енпе параллельлё.

1 Лемма тесе пулӑшма тӑвакан теоремӑна калаҫҫӗ. Ана ун хыҫҫӑн пулакан 
тедӗр теоремӑн доказательствине тумашкӑн кӑтартса параҫҫӗ.

103



Халӗ ёнтё ОБЕ  треугольник АВС  треугольникпа пӗрьевӗрлине 
кӑтартса памалла.

Чи малтанах, кётесёсем пёртаннине, иккӗмӗшёнчен, АВС  тата 
ИВЕ  треугольниксен пёр пек енёсем пропорциллё пулнине кй
тартса памалла.

1. Треугольниксен килӗшӳллӗ кётесёсем пёр-пёринпе пёртан, 
мёншён тесен вёсен В кётесё пёрлехи кётес О Е  тата АС  парал- 
лельлё тӳрё линисем, АВ  тата СВ вёсене татса каяканё пулнй 
пирки =  ^ .А  тата </_Е =  ^ С .

2. Халё ёнтё Л  ОВЕ  пёр пек енёсем Д  АВС енёсемпе про- 
пордиллё пулнине кйтартса парйпйр, урйхла каласан:

ВО ВЕ ОЕ  
ВА ~  ВС ~  АС '

Ҫакна кйтартса парас тесе, уйрймйн икё тёслёхе пйхса тухйпйр.
1) АВ  тата ОВ  е н ё с е н  п ё р л е х и  в и ҫ е  пу р .  АВ  татйка 

ҫак пёрлехи виҫепе пёртан виҫесене пайлйпйр. Вара ВО  ҫакйн 
пек пайсене ц е л й й  число хут пайланать. Калйпйр, ҫакйн пек пай- 
сем О В  ҫине т хут тата АВ  ҫине п хут вырнаҫаҫҫё. Пайланин 
точкисенчен пёр майлй АС  енпе параллельлё тӳрӗ линисем тата 
тепёр майлй ВС енпе параллельлё тӳрё линисем хывса тухйпйр. 
Вара ВЕ  тата ВС пёртан пайсене пайланаҫҫӗ (95 §), ҫакӑн пек 
пайсем ВЕ  татйкра т хут, ВС татйкра п хут пулаҫҫӗ. Ҫакйн 
пекех тата О Е  татйк пёртан пайсене т. хут, АС татйк пёртан 
пайсене п хут пайланать; ҫакйнта ёнтё О Е  татйкйн пайёсем АС  
татйкйн пайёсемпе пёртан пулаҫҫё (параллелограмйн хире-хирӗҫле 
выртакан енёсем пулнӑ пирки). Халё ёнтё акй мён курйнса тйрать

В О  т В Е  т О Е  т
~ВА п ’ ВС п ’ АС п

ВО ВЕ ОЕ
Ҫапла вара, ВС ~~ А С '
2) АВ  тата ОВ  е н с е н  п ё р л е х и  в и ҫ е  ҫ у к  (170 черт.)

тата отношенисенчен кашнинех малтан Ую тёрёслёхпе, 
ВА ВС

унтан У100 тёрёслёхпе, малашне те тёрёслёхе йёркерен 10-шер
хутӳстерсе пырса, ҫывхартнй хисепёсене
тупйпйр.

Ҫакна тупас тесе малтан АВ  ене 10 
пёртан пая пайлйпйр та, пайланин точ
кисенчен АС  енпе параллельлё тӳрӗ ли
нисем хывйпйр. Вара ВС енё те 10 пёр
тан пая пайланать. Халё калйпйр, АВ  
енён Ую пайё ВО  ҫине т хут вырнаҫать 
те татах темёнле юлашки, АВ  енён Ую 

С пайёнчен пёчёкрехскер, юлать. Вара ВС 
А енён у10 пайё те ВЕ  татйк ҫине т хут

170 чеот вырнаҫса ВС енён у10 пайёнчен пёчёкрех
юлашки юлни 170-мёш чертежранах ку

рйнса тйрать. Ҫапла-Ую тёрёслёхпе шутласа кйларсан ҫапла пулать:
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В О  В Е  т
В Ӑ ~  1 0 ’ ВС  Т о ‘

Малалла, А В  енне 100 пёртан пая пайлӑпӑр та АВ  енён 7юо 
пайё В О  ҫине т 1 хут вырнаҫать тейёпёр. Пайланин точкйсем 
урлй татах А С  енпе параллельлё линисем хывйпӑр та вара ВС  
енён Уюо пайё В Е  татӑк ҫине те т х хут вырнаҫнине курӑпӑр. 
Ҫавӑнпа та V100 тёрёслёхпе шутласан, ҫапла пулать:

В О  т. В Е  т,
В А ~ ~  100 ТЗТа ВС~~  100 ‘

Малалла, тёрёслёх степеньне 10, 100, . . .  хут ӳстерсе пынйҫӗ-
В О  В Е  хмён, ггуг тата отношенисен ҫывхартнӑ хисепё, кирек епле, ан- 
В  А  В  С

чах пёр пекех вуншарлӑ палӑсен тӗрӗслёхӗпе шутласа кӑларнӑскер, 
яланах пёртан пулнине куратпйр. Ҫапла ёнтё, ҫак отношенисен 
тёрёс хисепё яланах вӗҫӗмсӗр вуншарлй пёр вак пулать; ҫапла:

В О  В Е  
В А ~  В С '

Ҫакйн пекех, А В  ене пайланин точкйсем урлй ВС  енпе парал- 
лельлё тӳрӗ линисем хывсан та ҫаплах пулать:

В Р  О Е  
В  А А С '

Ҫапла вара, ку тёслёхре ҫакйн пек пулать:
В О  ВЕ О Е
В  А  ВС~~ А С  •

160. А с й р х а т т а р н и .  1) Тин ҫеҫ кйтартса панй отношени- 
сем виҫё пропорци пулса тйраҫҫӗ:

В О  _ В Е _  В О _  йЕ_т В ^ =  О Е  
Ш ~ в с ; В  А  АС  ’ ВС А С '

Вёсен варринчи членёсене куҫарса лартсан, ҫакйн пек пулать: 
В О  _ В А  В О _ _  ВА В Е  ВС  
В Ё  ВС * О Е  ~  А С  ’ О Ё ~  А С '

Ҫапла ёнтё, т реугольниксеш е енсем п р о п о р ц и ллё  пулса н , 
вара пёр т реугольникён кирек  хйш  и кё  енен от нош енийё т е  
тепёр т реугольникён пёр пек  икё енён от нош енийёпе пёрт ан  
пулат ь.

2) Хйш чухне фигурйсен пёрьевёрлёхне от паллйпа кйтартса 
параҫҫӗ.

Треугольниксен пӗрьевӗрлӗхӗн виҫӗ паллӑлӑхӗ.

161. Т е о р е м й с е м .  Икё треугольникре:
1) пёрин икё кётесё теприн килёш уллё икё кётесёпе 

пёртан пулсан; е
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2) пӗрин и кӗ  енё  т еприн и к ё  енёпе пропорциллӗ  т ат а  
ҫ а к  енсем хуш ш инчи кётес пёрт ан пулсан; е

3) пӗрин виҫё енё  т еприн виҫӗ енёпе пропорциллӗ пулсан, 
вара вӗсем пӗрьевӗрлӗ пулаҫҫӗ.

1) Калӑпӑр, АВС  тата А 1В 1С1 икё треугольникён (171 черт.) 
/  А =  /  А и / ,В = * 2 .В »  вара £  с  — 2  су

в Ҫакӑн пек треугольник
сем пӗрьевӗрлине кӑтартса 
памалла.

АВ  ен ҫине А ХВХ енпе 
пёртан ВО  татӑка хурйпйр 
та О Е \\А С  тӑвӑпӑр.

Вара пулйшакан Д  ИВЕ  
тйватпйр; ку треугольник 

черт' маларах кӑтартса панӑ лем
ма тӑрӑх, АВС  треуголь

никпе пӗрьевӗрлӗ. Тепёр енчен тата Д  ЭВЕ  =  Д  А1В1С1, мӗншӗн 
тесен вёсен: ОВ =  А хВх (чертежа туни тӑрӑх), /_ В =  /_ В Х (ус
лови тйрйх) тата / _ 0 — /_ А х (мёншён тесен / _ 0 — тата
/_ А  — /_ А х). Анчах та, икё пёртан треугольниксенчен пёри виҫ- 
■ҫӗмёш треугольникпе пӗрьевӗрлӗ пулсан, вара тепри те унпа 
лёрьевёрлех пулать; ҫавӑнпа та ёнтё:

Д  А хВхС1 со Д  АВС.
2) Калйпйр, АВС  тата А1В ХС1 треугольниксенче (172 черт.) панӑ:

^ . В  =  ̂ В ,тата П

ҪакйнДгек треугольниксем пӗрьевӗрлине кӑтартса памалла.
Татах АВ  ен ҫине А ХВ Х енпе пёртан ВО татӑка хурйпйр та 

П Е  || АС^тйвйпйр. Вара пулӑшакан Д  ВОЕ, АВС  треугольникпе 
пёрьевёрлӗскер, тӑватпӑр. Халё ёнтё вӑл Д Л Д С ,  пёртаннине 
кйтартса парӑпӑр. АВС  тата ОВЕ  треугольниксем пёрьевёрлёхён- 
чен акӑ мён тухса тӑрать:

А В  ВС /пч
Г) В ВЕ  ‘ и

Ҫак пропорцие панӑ (1) пропорципе танлаштарса пйхсан, икё 
пропорции те малтанхи отношенийёсем пёр пеккине куратпйр 
(ОВ =  А ХВ Х чертежа тунй тйрйх); ҫапла вара, ҫак пропорцисен 
ытти отношенийёсем те пёртанах, урйхла каласан:

ВС ВС
ВХСХ В Е "

Анчах та, пропорцире малтанхи членёсем пёртан пулсан, вё
сен хыҫри членёсем те пёртанах пулмалла; вара:

В ХСХ =  ВЕ,
Халё ёнтё ОВЕ  тата А ХВ ХСХ треугольниксен пёртан енсем 

хушшинчи пёртан кётессем ( ^ .В  =  ^ . В х) пурри курйнсах тйрать;
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вара ҫак треугольниксем пёртан. Анчах та, ОВЕ треугольникпе 
/\А В С  пёрьевёрлё, ҫавӑнпа та, & А 1В1С1 тата /\А В С  пёрьевёрлё.

С  А ,

172 черт.

3) Калӑпӑр, АВС  тата АуВхСу треугольниксенче (173 черт.) 
панӑ:

АВ ВС _  АС  П)
АуВу ВуСу АуСу'

Ҫакӑн пек треугольниксем пӗрьевӗрлине кйтартса пакалла.
Чертежсене малтанхи пекех туса, Д  Г)ВЕ — Д  АуВуСу кйтартса 

парӑпӑр. Вара АВС  тата ОВЕ  треугольниксенчен ҫакӑн пек 
пулать:

АВ ВС _  АС
ОВ ВЕ О Е '

Отношенисен ҫак йӗркине панӑ отношенисен (1) йёркипе тан- 
лаштарсан, вёсен малтанхи отношенийёсем пёртаннине куратпӑр, 
вара вёсен ытти отношенийёсем те пёртанах пулмалла, ҫавӑнпа та:

ҫакӑнтан ёнтё 

тата

ҫакӑнтан

ВС ВС  
ВуСу ~  ВЕ  ’

ВуСу =  ВЕ

А С  А С  
АуСу ОЕ ’

АуСу =  ОЕ.
Халё ёнтё ОВЕ  тата АуВуСу треугольниксен виҫшер пёртан 

енсем пуррине куратпӑр; ҫавӑнпа треугольниксем пёртан пулаҫҫӗ. 
Анчах вёсенчен пёрийё, Ь В Е  треугольник АВС  треугольникпе 
пёрьевёрлё; ҫапла вара, тепри те А  АуВуСу тата Д А о С  пёрь
евёрлё пулаҫҫӗ. „

162. Доказательствӑн меслечӗ тӗлешпе асархаттарни. Мала
рах кӑтартса панӑ виҫё теоремӑра та доказательствӑн меслечё 
пёр пекех пулса пынине асӑрхани усӑллӑ. Ку меслет акӑ мӗнле. 
малтан пысӑк треугольникён енё ҫине пёчёккин пёр пек енне 
хуратпӑр та пысӑк треугольникён тепёр енёпе параллельлё турё 
лини хыватпӑр, вара пирӗн панӑ пысӑк треугольникпе пёрьевёрлё 
пулйшакан пёчёк треугольник пулать. Ҫакӑн хыҫҫӑн кӑтартса
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панӑ теоремӑсем тӑрӑх тата пёрьевёрлё треугольниксен свой
ствисем тӑрӑх, эпир пулӑшакан треугольник панӑ пёчёк тре
угольникпе пёртаннине тупатпӑр, юлашкинчен вара панӑ тре
угольниксем пӗрьевёрлине кӑтартса паратпӑр.

Тӳркӗтеслӗ треугольниксен пӗрьевӗрлӗхӗн паллӑлӑхӗсем.

163. Ӑраснах кӑтартса пама кирлех те мар икӗ паллӑлӑх.
Тӳрё кётессем пёр-пёринпе яланах пёртан пулнӑ пирки тата 
треугольниксем пӗрьевёрлин паллӑлӑхёсене кӑтартса пани тӑрӑх, 
эпир акӑ мён калама пултаратпӑр:

Т$ркӗтеслӗ икё треугольникре:
1) пёрин шёвёр кётесё теприн шёвёр кётесёпе пёртан 

пулсан, е
2) пёрин катечёсем теприн катечёсемпе пропорцилле 

пулсан, „вара ҫакӑн пек треугольниксем пёрьевёрлё пулаҫҫӗ.
164. Ӑрасна доказательство ыйтакан паллӑлӑх.
Т е о р е м а .  Пёр треугольникён гипотенузипе катечё теп

рин гипотенузипе катетне пропорциллё пулсан, вара 
ҫакӑн пек т реугольниксем пёрьевёрлё.

Калӑпӑр, АВС  тата А 1В1С1 икё треугольник (174 черт.), вёсен- 
В  тата В х кётесёсем тӳрӗ кётессем тата

АВ _  АС  /1у
Ӑ1В1 А & '  1 '

Халё ёнтё ҫакӑн пек треугольниксем пӗрьевӗрлине кйтартса 
памалла.

Доказательствӑна тунй чухне эпир маларах усӑ курнӑ меслет- 
семпех усӑ курӑпӑр. АВ  ен ҫине ВО =  А 1В1 хурӑпӑр та, О Е  Ц АС 
тӑвӑпӑр. Вара пулӑшакан / \О В Е , / \А В С  пёрьеверлёскер, пу
лать. Халё ёнтё ҫак треугольник тата А А 1В 1С1 пёртаннине кй
тартса парӑпӑр. АВС  тата ОВЕ  треугольниксем пёрьевёрлинчен: 
акӑ мён пулать:

АВ__АС_ .
О В ~ О Е ' у ’

Ҫак пропордие панӑ (1) пропорципе танлаштарса пӑхсан, вё
сен малтанхи отношенийёсем пёр пеккине куратпӑр; ҫапла вара,, 
вёсен иккёмёш отношенийёсем те пёртан, урӑхла каласан:
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АС АС 
В £ ~ А 1С1}

кунтан
Э Е  — А £ у.

ИВЕ  тата А ХВ^СХ треугольниксен пёртан гипотенузӑсем тата 
пёртан катетсем пур; ҫапла вара вёсем хӑйсем те пёртан; анчах 
та вёсенчен пёрийё АВС  треугольникпе пёрьевёрлё пирки, унпа 
вара тепёр треугольнике те пёрьевёрлё.

165. Т е о р е м а  (ҫӳллӗшсен отношенийё тёлёшёпе). Пёрьевёр
лё  треуголышксенче пёр пек енёсем пёр пек ҫӳллӗшӗсемпе 
пропорциллӗ, урӑхла каласан, пёр пек енёсем ҫине антарнӑ ҫӳл- 
лӗшёсемпе пропорциллӗ.

Чӑнах та, АВС  тата Аф^С^ треугольниксем (175 черт.) пёрь
евёрлё пулсан, вара тӳркӗтеслӗ В АО  тата 
В1А 10 1 треугольниксем те пёрьевёрлё 
{г!А  =  ^ А ^  тата ҫ-авӑнпа та:

ВО АВ ВС _  АС 
В  А  — А.В ,~~ В,С1 А,С, •

Б

175 черт. 176 черт.

I :!ЫббЛ1айламалли циркуль. Пайламалли циркульпе усӑ курасси 
треугольниксен пӗрьевӗрлӗхӗ ҫинче никӗсленсе тӑрать. Унпа усӑ 
курса панӑ пысӑк мар кирек епле татӑка та темён чухлё пёртан 
пайсене пайлама пулать.

Ҫак прибор (176 черт.) вӗҫёсене шёвёртнё икё пёр пек АЬ тата

177 черт.

Ва ураран тӑрать. Урисене тӑрӑхла май хушӑксем тунӑ, ҫак ху- 
шӑксем тӑрӑх винта хускатса ҫӳреме тата ӑна ура ҫине кирлӗ 
вырӑна ҫирӗплетсе лартма пулать. Урисене винт тавра ҫавӑрка-
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ласа сарма та, ансӑрлатма та пулать. Калӑпӑр, А В  тзтӑка виҫё 
пёртан пая пайламалла. Ҫакна тӑвас тесе, винта А О  хушӑ ОЬ 
хушйран 3 хут вӑрӑмрах пулмалла О точкӑра ҫирёплетсе лартй- 
пӑр (ҫакна тума йывӑр мар, мёншён тесен хушӑкӑн хӗррин- 
че пайланӑ йёрсем тата цифрйсем пур). Унтан циркуле 
саратпӑр та ӑна чертежра кӑтартнӑ пек вырнаҫтарса лартӑпӑр. 
Вара а  тата Ь вӗҫӗсен хушши А В  вӑрӑмйшӗн у з чухлё пулать, 
мёншён тесен А О В  тата аОЬ  треугольниксен пёрьевёрлёхёнчен 
акӑ мён тухса тӑрать:

а Ь : А В = О Ь : О А  =  1:3.
Вара циркуле тепёр майлӑ ҫавйрса ҫак тепёр пуҫёпе А В  татйк 

ҫине аЬ татӑка 3 хут хурса ҫеҫ тухмалла.
167. Урлӑлла масштаб. Треугольниксен пёрьевӗрлӗхӗн свой- 

ствисене кура тата урлӑлла масштаба тӑвасси те никёсленсе 
тӑрать. Урлйлла масштаба 177 чертежра кӑтартса панӑ.

Калйпйр, А В  линие шултӑран пайлани пёчӗклетнӗ метрсем 
пулаҫҫӗ. Вара вётӗ пайланисем дециметрсем пулаҫҫӗ. Сантиметр- 
сем тӑвас тесен, вӗтӗ пайсене татах 10-шар пёртан пая пайлама 

тивет; паллах, линиллё масштабра (урйхла 
каласан, А В  лини ҫинче хӑйӗнче) ҫак пайсем 
ытлашши вётё пулнй пирки вёсене тума май 
килмен пулёччё. Урлйлла масштаб сантиметр- 
сене те шутласа илме май парать. Ҫакна йн- 
лантарса парас тесе, эпир ҫав тӳркӗтеслё 
ансӑр треугольнике пысйклатса уйрймйн 
ӳкерсе илёпёр (178 черт.). Пирён 177 чер
тежра йна сылтӑм енче туса кйтартнй.

Параллельлё линисем ҫак треугольникрен 
пёрьевёрлё треугольниксем тата-тата илеҫ- 
ҫӗ, ҫавйнпа та эпир ҫакӑн пек пропорцисем 
ҫырса тухма пултаратпйр:

ӑе \ аЬ — с е : сЬ 1:10;

/ Н: аЬ  =  ск:сЬ =  2:10, малалла та ҫаплах;
ҫавйнпа,

1 2
ӑе  — -~аЪ \ /Л  =  у о а& т ата  м алалла та  ?а п л а х -

Халё ёнтё, эпир пёр-пёр татйка циркульпе виҫсе илсе йна 
хамйрйн масштаб ҫине т. точкйран пуҫласа п точкӑна ҫити выр- 
наҫтарса хурсан (177 черт.) ҫак татйк акй мён вйрймйш пулать:

3 м  4 дм  6 см — 3,46 см.

III. МНОГОУГОЛЬНИКСЕН ПӖРЬЕВӖРЛЁХЁ.
168. Определени. Пёр ятлй икё многоугольникрен1 пёрин 

кётесёсем теприн кётесёсемпе пёртан пулсан, тата ҫак пёртан
1 Многоугольниксен пёртан хисеп кётессем, ҫапла вара, пёртан хисеп енсем 

те пулсан, вёсене вара пӗр ятлӑ теҫҫӗ.

178 черт.
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кётессене хупласа тӑракан енсем пропорциллё пулсан, ҫакӑн пек 
многоугольниксене вара пёрьевёрлё теҫҫӗ. Ҫапла ёнтё, АВСОЕ  
многоугольник А,В ,С ,0 ,Е , многоугольникпе пёрьевёрлё (180 
черт.) пулсан, /  А =  /  А1; /  £  =  /  Д , /_ С =  /  С„ Д  И  =  Д  Д , 
/_Е  =  /_ Е, тата

АВ =  ВС_ =  Ср^ О р  =  ЕА_
а ,в ,  в ,с , С,О, О р , Е1А 1'

Ҫакӑн пек чухне многоугольниксен АВ  тата А,В,, ВС тата 
Д Д ,  СО тата Д Д  т. ыт. те пёр пек енсем теҫҫё.

Ҫавӑн йышши многоугольниксем пулма пултарнине малашнехи 
задачӑран куратпӑр.

169. З а д а ч а .  АВСОЕ многоугольник тата а татӑк панй., 
Панй многоугольникпе пёрьевёрлё тепёр многоугольник тумал
ла; ҫӗнӗ многоугольникён панй многоугольникён АВ енёпе пёр пек 
енё панй а татӑкпа пёртан пултйр  (179 черт.).

Ҫак задачӑна акӑ мёнле майпа тума ансатрах. АВ  ен ҫине А Д = а .  
хурӑпӑр. ( а > А В  пулсан, вара Д  точка АВ  ене малалла чӑснӑ 
пайё ҫинче пулать). Унтан А  точкӑран мёнпур диагональсене 
хывӑпӑр та Д Д  || ВС тата Д Д  || С Д  Д Д  || ОЕ тӑвӑпӑр.

Вара АВСОЕ  многоуголь
никпе пёрьевёрлё А,В,С , Д Д  
многоугольник пулать.

Чӑнах та, чи малтанах, вё- 
сенчен пёрин кётесёсем теп
рин килӗшӳллё кётесёсемпе 
пёртан; вёсен А кётесё пёрле
хи кётес ^ В ^ *  <й.В, тата 
Д  Д  =  <Е.Е (параллельлё тӳрё
линисен пёр пек кётесёсем пул-  в
нӑ пирки); Д Д  =  Д  С тата 
Д Д  =  Д Д  мёншён тесен ку 
кётессем пёр-пёринпе пёртан 179 черт.
пайсенчен тӑраҫҫӗ.

Иккёмешёнчен, пирён тата пропорци пулать: А Д Д  тата АВС. 
треугольниксен пёрьевёрлёхёнчен:

AB, _  В,С, АС, _
АВ ВС АС ’

Д А Д Д  тата Д  АСО  пёрьевёрлёхёнчен:
AC, С,Р, АО , .
АС х  СО АО '

Д А Д Д  тата / \А О Е  пёрьевёрлёхёнчен:
А Д  Д Д  АЕ,
АО  ™ ОЕ ^  АЕ '

Анчах та, пёрремёш йёркери виҫҫёмёш отношени иккёмёш 
йёркери пёрремёш отношенипе, тата иккёмёш йёркери виҫҫёмӗш 
отношени виҫҫӗмӗш йёркери пёрремёш отношенипе пёртан пул-
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нӑ пирки, ҫак 9 отношенийӗ те пӗр-пӗринпе пёртан. Вёсенчен 
диагональсем кӗрекен отношенисене кӑларса пӑрахӑпӑр та вара 
ҫапла ҫырма пултаратпйр:

АВХ В1С1 _  С1й 1 Б 1Е 1 АЕ1
АВ ВС ИЕ ~~ АЕ

Ҫапла ӗнтӗ, пёр ятлӑ АВСИЕ  тата А 1В1С10 1Е1 многоугольник
сен килӗшӳллё кётесёсем пёртан тата пёр пек енёсем пропор- 
циллӗ пул^нине куратпйр; ҫапла вара ҫак многоугольниксем 
пёрьевёрлё пулаҫҫӗ.

170. А с ӑ р х а т т а р н и. Треугольниксен кётесёсем пёртан 
пулсан, енёсем пропорциллё пулнине, е тепёр майлӑ, енёсем про- 
порциллё пулсан, кётесёсем пёртан пулнине куртӑмӑр (161 §); 
ҫакӑн пирки те ёнтё треугольниксемшён кётессем пёртан пулнй 
ҫеҫ те, е тата енёсем пропорциллё пулнй ҫеҫ те пёрьевёрлёхе 
кӑтартса пама ҫителӗклӗ паллӑлӑхсем пулаҫҫӗ. *Многоугольник- 
семшён, вёсен пӗрьевёрлӗхне кӑтартса пама, кётессем пёртан пулнй 
ҫеҫ, е тата енёсем пропорциллё пулнй ҫеҫ ҫителӗксӗр; тёслёхрен, 
квадратпа прямоугольникён кётесёсем пёртан, анчах енёсем про
порциллё мар; квадратпа ромбӑн енёсем пропорциллё, анчах 
кётесёсем пёртан мар.

171. Т е о р  е м а (пёрьевёрлё многоугольниксене пёрьевёрлё 
треугольниксем ҫине пайласси ҫинчен). Перьеверле многоуголь
никсене пёрьевёрлё тата пёр пекех вырнаҫнӑ пёртан хасеп 
т реугольниксене пайлама пулать.

Сӑмахран, АВСОЕ  тата А В 1С10 1Е пёрьевёрлё многоугольник
сене (179 черт.) диагональсемпе пёр пек вырнаҫнӑ пёрьевёрлё 
треугольниксене пайланӑ.

Татах ҫакӑн пек тӗслӗх кӑтартса парйпйр. АВСОЕ  многоуголь
ник варринче (180 черт.) кирек епле те пулин О точка илёпёр 
те ӑна многоугольникён мӗнпур тӑррисемпе пёрлештерёпёр. Вара

АВСОЕ  многоугольник 
хӑйӗнчи енсен хисепё 
чухлё треугольнике 
пайланать. Вёсенчен 
пёрне, сймахран, АОЕ  
треугольнике (чертеж 
ҫинче урлй-урлй йёр- 
семпе хуратнйскере) 
илёпёр те тепёр мно
гоугольникён пёр пек 
енё ҫинче 0 1А1Е1 тата 
0 1Е1А 1 кётессем, ОАЕ 

тата (ЖА’кётессемпе пёртанскерсене, тӑвйпйр; линисем пёрлешнё 
Ох точкйна А 1В1С10 1Е 1 многоугольникён ытти тйррисемпе пёр
лештерёпёр. Вара ҫак многоугольник та малтанхи многоугольник- 
ри чухлех треугольниксене пайланать. Халё ёнтё малтанхи много- 
угольникри треугольниксем тепёр многоугольникри килӗшӳллё 
треугольниксемпе пёрьевёрлине кйтартса парйпйр. / \А О Е , чер
тежа тунй тйрйхах, Д  А 10 1Е1 пёрьевёрлё.

О
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Юнашар АВО тата А 1В 10 1 треугольниксем пӗрьевёрлине кӑ- 
тартса парас тесен, многоугольниксен пёрьевёрлёхёнчен ҫакӑн 
пек пулмаллине асра тытӑпӑр:

ВА А В
/  ВАЕ  = /  В 1А 1Е1 тата (1)

акӑ мёнле

(2)

А & ’
АОВ тата А 10 1Е1 треугольниксем пёрьевёрлёхёнчен 
пулать:

А О  А В  
£ О А Е = £ О хА хЕ, т а т а ^ -  =  ^ .

(1) тата (2) пӗртанлӑхсенчен акӑ мён пулать:
В А А О

/  В АО =  /  Я И А  тата —  =  ̂  .

Халё ёнтё, АВО тата треугольниксен пропорциллё енёсем
хушшинчи пёртан кётессем пуррине куратпӑр: ҫавӑнпа вёсем 
пёрьевёрлё пулаҫҫӗ.

Ҫакӑн пек майпах ВСО тата ВхС^Ох треугольниксен пёрь- 
евёрлёхне унтан СОО тата С^О^О  ̂ т. ыт. треугольниксен пёрь- 
евёрлӗхне кӑтартса парӑпӑр. Кунта икё многоугольниксенче 
пёрьевёрлё треугольниксем пёр пекех вырнаҫса тӑнине куратпӑр.

172. Т е о р е м а  (пёрьевёрлё многоугольниксен периметрё тё- 
лёшёпе). Пёрьевёрлё многоугольниксен периметрёсен отно- 
шенийё пёр пек енёсен отношенийёпе пёртан.

Калӑпӑр, АВСОЕ  тата А 1В1С10 1Е1 многоугольниксем (180 черт.) 
пёрьевёрлё; вара определена тӑрӑх:

АВ ВС СО ОЕ ЕА
Л Ӑ  ~  В1с1 ~~ С ^ ! ~  о 1е 1 ~  Я1Л 1'

Пёртан отношенисен йёрки пулсан, вара малти мёнпур членё- 
сен суммийёпе хыҫалти мёнпур членёсен суммин отношенийё 
кирек хӑш малти членӗпе хыҫалти членён отношенийёпе пёртан, 
ҫавӑнпа та

А В -\-В С -\-С Р  +  О Е-\-ЕА  АВ =  ВС =
А ХВУ ~^В 1С1 -(- С1Р 1 - \ - 0 1Ё1 -^Е^А^ А 1В 1 В±Сх

173. П ӗ р ь е в ӗ р л ӗ х ӗн  к о э ф и ц и е н ч ё .  Икё пёрьевёрлё много 
угольникён (е треугольникён)
пёр пек енёсен отношенине 
ҫак многоугольниксен (е тре
угольниксен) п ё р ь е в ё р л ё х  к о 
э ф и ц и е н ч ё  теҫҫӗ.

174. М н о г о у го л ь н и к с е н е  
п ӗр ь ев ӗр л ӗн  у л ӑш т а р асс и .  
Пӗрьевӗрлёхён панӑ коэфи
циенчё тӑрӑх,панӑ многоуголь- 
никпе пёрьевёрлё многоуголь
ник тӑвассине панӑ много
угольника пёрьевӗрлён улӑш- 
тарасси теҫҫё.

3. А. Киселев. Геометрия, ч. I. 113



Панй многоугольникрен ӑна пёрьевёрлё многоугольник тӑвасси 
ҫинчен 169 § каласа панӑ тёслёх пёрьевёрлё улӑштарассин йрас- 
на тёслёхё ҫеҫ пулать. Ҫакӑн пек улӑштарассин кирек хӑҫан та 
юрӑхлӑ меточӗ акӑ мёнле. Калйпйр, пирён АВСИ  четырехуголь
нике, пёрьевёрлёхӗн коэфициенчӗ к пулнй чухне, пёрьевёрлё 
улӑштармалла (181 черт.). Тӳремҫи ҫинче мёнле те пулин О точ- 
кйна илёпёр те ӑна панӑ четырехугольникён тӑррисемпе пёр- 
лештерёпёр, вара ОА, ОВ, ОС тата ОО тӳрё линисем пулаҫҫё. 
ОА тӳрё лини ҫине О точкӑран пуҫласа А еннелле ОАх татӑка,

к ■ О А пёртанскере, хурйпйр, вара ОАх =  к • О А (чертеж ҫинче

ОВ тӳрё линие малалла тӑсӑпӑр та ун ҫине О точкӑран пуд- 
ласа В еннелле ОВх татйка, к • ОВ пёртанскере, хурӑпӑр, вара 
ОВх =  к • ОВ.

ОС тата ОО тӳрё линисемпе те ҫакӑн пекех тйвйпйр. Вара 
вёсем ҫинче Сх тата О х точкӑсем тупатпӑр, кунта ОСх =  к ■ ОС 
тата ООх — к • ОО. Унтан А х, Вх, С1 тата точкйсене йёркерен 
пёрлештерёпёр те, пирён вара шыракан А хВ хСхО х четырехуголь
ник пулать. Чӑнах та, ОАх =  к • ОА, ОВх — к • ОВ, ОСх =  к • ОС, 
тата ООх — к • ОО пӗртанлӑхсенчен акӑ мёнле пулать:

О А 1 ОВх _  ОСх __ООх_ ,
ОА ОВ ОС ОО

ОАВ тата ОАхВ х треугольниксене танлаштарса пӑхӑпӑр. Вёсен 
тӑрринче пёрлехи кётес О пур, кунсӑр пуҫне тата

ОАх _  ОВх 
О А ОВ ’

ҫапла ёнтё, ҫак треугольниксем пёрьевёрлё (161 §, 2-мёш тёслёх). 
Вёсен пёрьевёрлёхёнчен акӑ мёнле пулать:

ҫапла вара, АВ  || А ХВ Х (73 §).
Ҫакйн пек майпах, ОВС тата ОВхСх треугольниксем те пёрь- 

евёрлине кйтартса парйпйр. Кунтан акй мёнле пулать:

ҫапла вара, В С \\В ХСХ.
Ҫакӑн пекех, малтан ОСО тата ОСхО х треугольниксен, унтан 

ОАО  тата ОАхО х треугольниксен пёрьевёрлёхне кйтартса парй
пйр. А  ОСО тата А О С хО х пёрьевёрлёхёнчен:

№  =  0 £ и =к тата ^ О А В  =  ^ О А хВ х, 
АВ ОА (1)

в хс х _  ов±
в с  ОВ

к тата ^ .О В С  — ^ .О В хСх, (2)

(3)
А  ОАО  тата Д  ОАхО х пёрьевёрлёхёнчен: 
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А- т = ш ~ к тата (4)
Ҫак (1), (2), (3) тата (4) пёртанлйхсенчен акӑ мён пулать:

А\ВХ В1С1 _  С10 1
А В  ВС СО АО

Кунсӑр пуҫне, ^  ОАВ — < /О хАхВ х (параллельлё енёсен кётесё
сем пулнӑ пирки) (79 §).

Ҫак сйлтав пиркиех кётессем те пӗртан пулаҫҫӗ:
^ А В С  =  ̂ А 1В ХС1,
</ВСО =  ^ В хСхО х,

Ҫапла ёнтё, АВСО  тата А хВ хСхОх четырехугольниксен килӗ- 
шӳллӗ кётесёсем пёртан тата пёр пек енёсем пропорциллё пул
нине куратпӑр; ҫавӑнпа ҫак четырехугольниксем пёрьевёрлё, 
вёсен пёрьевёрлёхён коэфициенчё к пулать.

175. П ё р ь е в ё р л ё х ё н  центрё .  Многоугольнике 174 § каласа 
панй пек пёрьевёрлё улӑштарнӑ чухне О точкйна икё много- 
угольникшён п ё р ь ев ёр л ёх ё н  ц ен тр ё  теҫҫӗ.

Многоугольниксене пёрьевёрлё тата урӑхла майпа та улйш- 
тарма пулать. О точкйна илёпёр те ӑна АВСО  четырехугольникӑн 
тӑррисемпе пёрлештерсе.
ОА, ОВ... тӳрӗ линие О 
хыҫнелле малалла тйсй- 
пӑр; унтан вара О А тӳрӗ с 
лини ҫине О точкӑран 
пуҫласа А точкӑна хирӗҫ- , 
ле еннелле ОА' татйка, 
к • ОА пёртанскере, ху- 
рӑпйр. Ҫакӑн пекех ОВ, 182 черт.
ОС,... тӳрӗ линисен малал
ла тйснй пайёсем ҫине те, О точкӑран пуҫласа ОВ' , ОС’,... татӑк- 
сене, пёр пек к • ОВ, к • ОС,... пёртанскерсене, хурйпйр (182 черт.); 
вара А', В', С' тата О' точкӑсене йёркерен пёрлештерсе, А 'В 'Ь 'С ' 
четырехугольник тйватпйр; ку четырехугольник, О точкӑпа илсен, 
А хВ хСхО х четырехугольникпе симметриллё пулать. Ҫапла ёнтё, 
А’В’С'О' тата А хВ хСхО х четырехугольниксем пёртан, вара АВСО  
тата А'В'С'О' четырехугольниксем пёрьевёрлё, вёсен пёрьевёр- 
лёхён коэфициенчё к пулать. Малтанхи майпа улӑштарсан, О 
точкӑна многоугольниксен пёрьевёрлёхён т у л а ш ё н ч и  ц ен тр ё  
(181 черт); иккёмёш майпа улӑштарсан, вёсен пёрьевёрлёхён 
ш алти  ц ен т р ё  (182 черт.) теҫҫё.

А с й р х а т т а р н и .  Многоугольниксене пёрьевёрлё улйштар- 
нӑ чухне тулашёнчи центрпа та, шалти центрпа та усӑ курма 
юрать. Икё тёрлё центра та кирек епле те суйласа илме пу
лать. Тёслёхрен, многоугольникён пёр-пёр тйррине пёрьевёрлё- 
хён тулашёнчи центрё вырйнне суйласа илсе многоугольнике 
пёрьевёрлё улйштарсан, вара эпир многоугольниксене пёрьевёр- 
лё улйштарассин 169 § каласа панй меле тупатпйр.

А '
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176. Пёрьевёрлё многоугольниксене перспективӑра вырнаҫтарса ту- 
хассй. А В С О  тага А1В 1С1Б 1 икё многоугольнике 181 чертежри пек вырнаҫтар- 
нин, А ВС О  тата А 'В 'С 'О ' многоугольниксене 182 чертежри пек вырнаҫтарнин 
ҫакЗн пек свойствӑсем пур: 1) икё многоугольникён те пёр пек енёсем парал
лельлё; 2) пёр пек тЗррисене пёрлештерекен турё линисем пёр точкЗра пёрле- 
ш еҫҫӗ.

Икё многоугольнике ҫакӑн пек вырнаҫтарнине перспективӑра вырнаҫтарни 
теҫҫӗ. Халё ёнтё пёрьевёрлё кирек епле икё многоугольнике теҫакӑн пек выр- 
наҫтарма май килнине кӑтартса парӑпӑр.

КалЗпӑр, пёрьевёрлё икё многоугольник А В С О Е  тата АхВхСхО хЕ\ панӑ 
(183 черт.). Кирек епле те пулин О  точкӑна пёрьевёрлёхён центрё вырЗнне 
илёпёр те панЗ А В С О Е  многоугольникпе перспективЗра пёрьевёрлё много-

А В
угольник тӑвӑпӑр; пёрьевёрлёхён коэфипиентне отношенипе пёртан хисе-

Л О
пе илёпёр. Вара пирён А 'В 'С 'О 'Е ' многоугольник пулать; Вӑл АВС О Е  много
угольникпе' пёрьевёрлё, ҫав вӑхӑтрах тата многоугольникпе пёртан.
ЧЗнах та, А В С О Е  тата А 'В 'С 'О  Е' многоугольниксен пёрьевёрлёхён коэфици-

.  А 1В 1 „ „ А 'В ' А 1В 1 х .
енче д д - - отношенипе пертан пулна пирки, вара =  —кд  , кунтан ёнте

А 'В ' — АХВ У. А 1В1С10 1Е1 тата А 'В 'С 'О 'Е ' многоугольниксем пёр-пёринпе пёрье
вёрлё, ҫапла вара:

А 'В ' _  В 'С ' _  С О '  _  Р 'Е ' А 'Е'
А х В] В | С\ СхОх I) \ Ех А 1 /:']

ҪавЗнпа та, А 'В ' =  А1В1 пёртанлЗхран акЗ мён тухса тӑрать: В 'С ' =  В хСи 
С О '  =  СхО ъ Е)'Е' =  О хЕх, А'Е' =  А ХЕ\. КунсЗр пуҫне, Л1б 1С1£)1£'1 многоуголь
никён кётесёсем А 'В 'С 'О 'Е ' многоугольникЗн килӗшӳллӗ кётесёсемпе пёртан; 
ҫавЗнпа ҫак многоугольниксем те пёр-пёринпе пёртан. А хВхСхО хЕх многоуголь
нике А 'В 'С 'О 'Е ' многоугольник ҫине хурсан, вёсем пёр-пёрин ҫине вырнаҫӑннӑ 
пулӗччӗҫ, вара АхВхСхО хЕх многоугольник А В С О Е  многоугольникпе перспек- 
тивӑра вырнаҫнӑ пулёччё.

IV. КИРЕК ЕПЛЕ ФОРМӐЛЛӐ ФИГУРӐСЕН ТЕ ПӖРЬЕВЁРЛӖХӖ.

177. Многоугольниксене пёрьевёрлё улӑштарассин майё, ҫӳлерех каласа па- 
нӑскер, фигурана кукЗр линисемие туиЗ чухнехи пёрьевёрлёхён тёслёхне Знлан- 
тарма та май парать. ЧЗнах та, ҫакӑн пек майпа усЗ курса, панЗ кирек епле 
фигурйна та пёрьевёрлё фигура тума пулать. КалЗпӑр, тёслёхрен, тӳремҫи ҫинче 
ирёклён суйласа илнё А фигурЗна панЗ (184 черт.).

Ҫак фигурӑн тӳремҫийӗ ҫинче О  точкЗна суйласа илёпёр те ӑна панЗ А 
фигурйн тёрлё точкисемпе М , N. Р . . . .  пёрлештерӗпёр. Ҫапла майпа тунЗ ОМ, 
О N , О Р . . . .  кашни тӳрӗ лини ҫинех пропорциллё кӗскетсе е вӑрӑмлатса ОМ и 
ОМ!, О Рх, . . .  татӑксем хурӑпӑр.
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0 М Х ОН1 0 Р 1
Вара: ш Г = ш = о р - = . .  малалла та ҫаплах.

Мх, N 1, А , . . .  точкӑсем ҫӗнё А х 
фигура ҫинче пулаҫҫӗ. Эпир А фигура 
ҫинче М , И, Р , . . .  точкӑсене мён 
чухлё ытларах илетпёр, Лх фигура 
ҫинче эпир ҫавЯн чухлё ытларах 
точкйсем тупатпЯр.

Мёнпур Ах фигурӑна тйвас тесен,
О точкӑран А  фигурЯн мёнпур точ- 
кисем патнелле тӳрӗ линисем хывмал- 
ла та ҫав тӳрӗ линисем ҫинче вара 
Ах фигурӑн килӗшӳллӗ точкисене ту
малла. Ҫапла майпа тунЯ Аг фигурӑна 
А фигурйпа пёрьевёрлё фигура теҫҫӗ.
Ӑрасна тӗслӗхсенче, А г фигурӑна тй- 
вас тесен, А  фигурӑн мёнпур точки- 
сем патнелле тӳрӗ линисем хывма 
кирлех те мар, унӑн темиҫе точкине 
тумалла та унтан, А фигурЯн ӑрасна 
свойствисемпе усй курса, пёгём Ах фигурЯна туса лартмалла. Ҫапла А фигура 
многоугольник пулнй чухне, О точкйна ҫак многоугольникЯн тӑррисемпе пёр
лештерсе пёрьевёрлё многоугольникён тӑррисене тунӑ хыҫҫӑн ҫак тЯррисене 
тӳрӗ линин татЯкёсемпе пёрлештерни те ҫителёклӗ. А фигурйран Лх фигура 
патне ҫакйн пек куҫнине А  фи гурана пёрьевёрлё улЯштарни теҫҫӗ. Фигурйсене 
ҫакӑн пек улйштарни геометрилле улЯштарусен питё паха тёслӗхӗ, практикйра 
анлӑн усӑ куракан тёслёхё пулса тйрать. Кинора экран ҫинче кӑтартакан картина 
пленка ҫине ӳкерсе илнё каргинЯпа пёрьевёрлё; ҫурт-йёрпе вёсен фасачён пла- 
нёсен технически чертежӗсем, вырйнӑн планёсем, хуласен планёсем т. ыт. те 
чйн-чЯн япаласене пёрьевёрлё улӑштарса ӳкернӗ пирки пулаҫҫӗ.

178. Ҫавракӑшсен пӗрьевӗрлӗхӗ. ҪавракЯшпа пёрьевёрлё фигура хЯй те 
ҫавракйш пулнине кЯтартса парӑпӑр.

Т е о р е м а .  Ҫ авракӑш ӑн т очкисене п ёр -п ёр  т очкӑпа п ёр л еш т ер е
кен п айӑркасен  т ат ӑкёсене панй отнош енипе п а й л а к а н  гео м ет р и л л е  
вы рӑн  ҫаврак ӑш  пулат ь.

КалЯпЯр, центрне О точкйра туса К  радиуслЯ ҫавракЯш панй (185 черт.).
Кирек епле те пулин 5  точка суйласа илёпёр те, йна О точкйпа пёрлештерсе

5 0  татйка Ог точкйра пёр-
-  50тпер £ 0 — — к  отношенипе

пайлйпйр.
Панй ҫавракйш ҫинчи 

пёр-пёр М  точкйна 5  точкз- 
па пӗрлештерӗпёр. 5М  татйк 

, ,  х 5Л1Х ҫинче Мх точкйна, — — —

5 0
8М

• =  к пулмалласкере,
_  5 0

185 черт. тупйпйр. Ҫакна тупас тесе,
Ох точкЯран ОМ  тӳрӗ лини

пе параллельлё тӳрё лини туса, йна 8М  тӳрё линипе пёрлешиччен малалла тЯсӑ-
0 \М \ 5 0 х

пйр. 8 0 М  тата 5 0 ХЛ1Х треугольниксен пёрьевёрлёхёнчен пд4 — тухса

ёнтё,
ОхМх
ОМ

ОМ 8 0

=  к. Ҫакйнтан ёнтё 0 \М Х татЯкЯн вйрймЯшне тупат-тЯрать. Ҫапла

иӑр: ОхМх =  к ■ ОМ, е 0 \М Х =  к • К.
Халё ёнтё, 0\М х  хисеп М  точка панЯ ҫавракЯш ҫинче хйш вырЯнта пулнин- 

чен килмен, яланхи хисеп пулнй курЯнсах тЯрать. Ҫапла ёнтё, М  точка ҫэвракйш 
ҫинче куҫса ҫӳрет пулсан, вара М х точка та тӳремҫи ҫинче куҫса ҫӳресе Ох 
центр тавра кР  радиуспа ҫавракЯш ҫырса ҫаврЯнать.
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179. Т е о р е м а .  Т$рем ҫи ҫинчи и кӗ ҫавр а к ӑ ш а  я л а н а х  перспект и- 
в ӑ р а  п ё р ь е в ё р л ё  ф и гур ӑ сем  ҫине п ӑ х н ӑ  п ек  п ӑ х м а  п ул ат ь; вёсен п ёр ье
вёр л ёх ён  а к ё  цент р; п ёри  т улаш ёнчи, т епри  ш алт и ц ент р пулат ь.
КалЗпЗр, икӗ ҫавракӑш панЗ; весен центрӗсем Ох тата "03, радиусёсем Е \ тата
Т?2 (186 черт.). Центрсен 0 \0 ъ  линине тӑвӑпӑр та ун ҫинче икё точка /  тата Е
тЗвӑпӑр; ҫак точкӑсем ҫакӑн пек пӗртанлЗхсемпе палЗраҫҫӗ:

ОД Д , ОхЕ __ К,
0 2/ ~  Я , Тата 0 ,Е  /?3 ’

/  тата Е  точкӑсенче пёрьевёрлёхён центрёсен свойствисем пуррнне асӑрхама 
йывӑр мар. Малтанхи ҫавракӑш ҫинче мёнле те пулин М 1 точкйна илёпёр те

1Мх тӳрӗ лини хывса ун ҫинче 777- =  пулмалла палӑртса Ш 2татӑк хурӑпӑр./М., /<2
Д  Ю \Мх со  Д  Ю  М  >, мёншён тесен: ^  0 ,Ш ,  =  ^  0 3Ш 3, ~£Г тата Д Д  =

#1=  ҫапла вара,Кз
~  тг~’ анчах та 0 {М Х=  Н\, ҫавӑнпа та 0 3М3 =  /?3.С/2̂ 2

Ҫакӑ ёнтё, М 2 точка иккёмёш ҫавракӑш ҫинче выртнине пёлтерет. Ҫаила 
вара, /  точка панӑ ҫавракӑшсен пёрьевёрлёхён шалти центрё пулать. ҪакЗн пек 
майпах Е  точка пёрьевёрлёхён тулашёнчи центрё пулнине те кЗтартса пама 
пулать.

186 черт.
/  тата Е  точкӑсене ҫапла майпа тума пулать: панӑ ҫавракӑшсенче пёр-пёринпе 

параллельлё мёнле те пулин икё радиус тӑватпӑр та вёсен вӗҫӗсене пёрлеште- 
ретпёр, вара ҫакӑн пек майпа тунӑ тӳрӗ лини центрсен линийё урлй пёрьевёр
лёхён центрӗнче каҫса каять. ҪакЗнта, радиуссем пёр еннелле выртаҫҫӗ пулсан 
(186 черт.) (О1Л1 тата 0 2Л3), пёрьевёрлёхён центрё тулашёнче; вёсем хире-хирӗҫ- 
ле выртаҫҫӗ пулсан (186 черт.) (О Д ^  тата 0 3М пёрьевёрлёхён центрё шалта 
пулать.

Малалла тата икё ҫавракӑш пёр-пёрне сӗртёнеҫҫӗ пулсан,_ пёрьевёрлёхён 
центрӗсенчен пӗрийё сӗртӗнӳ точкипе пёр вырӑнтах пулнине асӑрхама та йывЗр 
мар. Кунта, ҫавракЗшсем тул енчен сӗртӗнеҫҫӗ пулсан, сӗртӗнӳ точкинче вара 
пёрьевёрлёхён шалти центрё пулать, ҫавракЗшсем шал енчен сӗртӗнеҫҫӗ пулсан, 
сёртӗнӳ точкинче вара ҫавракЗшсен пёрьевёрлёхён тулашёнчи центрё пулать.

У п р а ж н е н и с е м .  1. Икё ҫавракЗш пёр-пёрин тулашёнче выртаҫҫӗ пул
сан, вёсен пёрьевёрлёхён тулашёнчи центрё тулашёнчен сёртёнекен пёрлехи 
тӳрё линисем пёр-пёрне касса кайнӑ точкЗра пулнине, тата пёрьевёрлёхён шалти 
центрё шалтан сёртёнекен пёрлехи тӳрӗ линисем пёр-пёрне касса кайнӑ точкЗра 
пулнине кӑтартса парар.

2. Икё ҫавракЗшӑн пёрьевёрлёхён тулашёнчипе шалти центрёсем пёр точ- 
кӑрах пулччЗр тесен, тӳремҫи ҫинче вёсен мёнле иоложенн йышЗнса тӑмалла?
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О т в е т .  Ҫавракйшсем концентрически пулмалла.
180 Пантограф. Фигурӑсене пёрьевёрлё улӑштарассине арасна приоорпа 

усӑ курса, ахаль механически майпах тума пулать. Ҫакнашкал прибора Хрнсто- 
фоо Шейнер 1603 ҫ. шухӑшласа кйларнЗ. Ана вӑл пантограф тесе ят пана.

Калйпйр, А В С О  параллелограмЗн (187 черт.) енёсене пер-пёр металран туна; 
вёсем ӑрасна шарнирсем ҫинче хӑйсен тЯррисем тавра ҫаврЗнкалама пултараҫҫӗ. 
А тӑррине хускалмалла мар вырнаҫтарса лартйпЯр, В С  енён малалли пайе ҫинче 
пӗо-пёр Е  точка илёпёр те, ҫак точкӑна вара мёнле те пулин ЕЕ лини ҫырта- 
рЗпйр. КалЗпЗр, Р  точка АЕ  тата С й  тӳрӗ линисен ҫӗнё выранта пёрлешнин 
точки тата А В 'С 'О ' пирён шарнирлӑ параллелограмЯн ҫенӗ положенииё. Анчах 
та Е  точкӑн вырӑнне улЗштарнипе параллелограмйн енёсен вӑрймЗше те, СЕ  та
та’ СЕ татйкЗн вйрймЗшёсем те улшӑнмарӗҫ, ҫавЗнпа та эпир йёркерен ҫакЗн 
пек пропорцисем ҫырма пултаратпӑр:

^ г  (мёншён тесен Д  А й Р  оо Д  ЕСР)\ °  РГ С '

СакЯнтан, Д А ' О Г о о & Е 'С 'Е  пулать; ҫапла ёнтё, ^ А Р 'О '  =  Л Е 'Р 'С ',  
урЯхла каласан, А, Р' тата £ '  т о ч к ӑ с е м  п ӗ р т ӳ р ё  л и н и  ҫ и н ч е  в ы р -  
т а с с ё  Малалла, ҫав треугольниксен пёрьевёрлёхёнченех акЗ мён пулать;
АГ Ъ'Р'— , анчах та,

Р'Е' Р 'С ' 
0'Г_ 
Р'С '

ОР
ЕС

АР_, 
РЕ'

АР' А Р  
ҫапла ёнтё, р Г р  — р Ӗ ’

Ҫакӑнтан ёнте, л е е  лала п . . 
треугольниксем пёрьевёрлё пулнй ку- 
рЗнсах тйрать, ҫавЯнпа та, <г.АРР  =  
=  АЕЕ' тата ЕЕ' || РЕ1. .

Малалла, чертежран ака мён ту- 
патпйр;

АР
РЕ

ВС АР' 
-■ СЕ  тата р Е

В 'С '
С'ЕI ОЬ I ^  “

ПроизводнЗй пропорцисем тунӑ хыҫҫЗн, ҫанла ҫырма пултаратпЗр:
л  р  _1_ р р  к г - с  Г Р  А Р' +  Р'Е' В 'С '  4 -  С'Е'

тата  д р  =  --------------
А Р  +  РЕ В С  А -С Е  

А Р  ~  В С В'Е'

АЕ
А Р

В Е АЕ'
В С  ТаТЗ АР'

В 'Е ' . 
: В 'С  :

анчах В Е  =  В 'Е ' тата В С = В 'С ' ;  ҫапла вара.
А Е  АЕ' ВЕ
А Р  А Р' В С ’

Ҫак пёртанлЗх акЗ мӗне кйтартать; Е  точка мёнле те пулин фигурЗна ҫырнй 
чухне, Р  точка та ҫавЗн пек фигура ҫырать, ҫак фигурйсен пёрьевёрлёхён коэ

фициенчё —  пулать. Е  точкЗра йӗп вёҫӗ, Р  точкЗра шёвёр карандаш вырнаҫ- 
В С

тарса лартсан, фигура контурне йӗп вӗҫӗпе чӗрсе тухсан, карандаш вара хут  
ҫине ҫав фигурӑпа пёрьевёрлё фигурӑн контурне ӳкерсе илет. Пёрьевёрлёхён 
козфициентне улӑштарас тесен, Е  точкӑна В С  тӳрӗ лини тӑрӑх икё еннелле те 
куҫарса сӳреме пулать. Шарнирлӑ параллелограмӑн ҫакан пек своиствисене кура 
тунЯ та ёнтё пантографа. Ана пӗтӗмёшпе 188 чертежра ӳкерсе катартнӑ. Ҫак 
лриборпа нлансен масштабне улЗштарса ӳкерсе илнё чухне усЗ кураҫҫӗ._

Пысаках мар тата ансат формЗллй фигурЗсене пӗрьеверлӗ улЯштарна чухне 
ҫавӑн пекех тата пайламалли циркульпе те усӑ курма юрать (1оо §). Ҫакна тӑ-
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вас тесен, циркулён хускалакан винтне урисен мёнпур вӑрӑмӑшне пёрьевёр
лёхён панӑ коэфициенчӗпе пайламалла вырнэҫтарса лартаҫҫӗ те, унтан вара

187 черт.

пёрьевёрлёхён центрне суйласа илсе, ана тёп фигурйн точкисемпе пӗрлештереҫҫё. 
Пайӑркан кашни тӳрӗ линийё ҫинчех пёрьевёрлёхён центрёпе фигурйн точки 
хушшине циркуле пӗрре уҫнипех виҫсе илмелле те, вара циркуле тепёр майлӑ 
ҫавӑрса, ҫав лини ҫинчех пёрьевёрлёхён центрёпе ҫёнӗ фигурён хушшине ху- 
малла. Ҫапла майпа панё фигурён мёнпур тёп точкисене палёртма тата унён 
кирлӗ пысӑкӑш ӳкерчӗкне тума пулать.

Чертеж тумалли задачӑсем.
181. Пёрьевёрлёхён меточӗ. Фигурйсене пёрьевёрлё улйш- 

тарассипе чертеж тумалли нумай задачӑсене шутланй чухне усӑ 
курма пулать. Ҫакӑн ҫинче пёрьевёрлёхён меточё текенни ни- 
кӗсленсе тӑрать.

Пёрьевёрлёхён меточё акӑ мёнле вӑл: задачӑра панӑ хӑшпёр 
пысӑкӑшсемпе усӑ курса, малтан шыракан фигурӑпа п ӗ р ь е -  
в ё р л ӗ  фигура тӑваҫҫё, унтан вара шыракан фигура ҫине ку- 
ҫаҫҫё. Задачӑра панисенчен пёрийё вӑрӑмӑшё, ыттисем пурте 
кётессем, е линисен отношенийё пулсан, ҫак методпа усӑ курасси 
ӑраснах ансат пулса пырать; тёслёхрен, панӑ кётес, енё тата 
тепёр икё енён отношенийё тӑрӑх, е икё кётеспе пёр-пёр татӑк 
(ҫӳллӗшё, медиана, биссектриса т. ыт. те) тӑрӑх треугольник

тӑвасси; квадратӑн диагоналёпе енён панӑ 
сумми е разноҫӗ тйрйх квадрат тӑвас т. ыт. 
задачӑсем те ҫакӑн пек пулаҫҫё ёнтё. 

Сӑмахран, ҫакӑн пек задачӑна шутлйпйр:
1-мёш  з а д а ч а .  Треугольникён кёте- 

сёсенчен пёрне С кётесе, ҫак кётесе тй- 
вакан енсен А С : ВС отношени е тата 
ҫак кётесрен хирӗҫле енё ҫине антарнӑ 
Н ҫӳллӗшне панй  (189 черт.), треуголь
нике тйвйр.

Калӑпӑр, А С :В С  =  т :п ,  кунта т тата 
п панй икё татӑк е панӑ икё число. С кётесе тӑвӑпӑр та унйн 
енёсем ҫинче т тата п хисепсемпе пропорциллё САХ тата СВХ 
татӑксене хурӑпӑр. т тата п  татйксем пулсан, вара тӳрех САХ — т, 
тата СВу — п  илетпёр. т тата п числосем пулсан—вара ирёклён 
I татйк илсе, САх — т1 тата СВх =  п1 татӑксене тйватпйр.

189 черт.
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Икё тёслёхре те пёр пекех пулать: САХ: СВ1 =  т : п.
САХВ Х треугольник шыракан треугольникпе пёрьевёрлё пулнй 

курӑнсах тӑрать.
Шыракан треугольнике тупас тесен, САХВХ треугольникре 

С 01 ҫӳллёшне тӑватпӑр та ӑна урлӑ паллӑ тӑватпӑр. Хал& 
ёнтё ирӗклён пёрьевёрлёхён центрне суйласа илёпёр те пёрье-

вёрлёхён коэфициенчё -Д- отношенипе тан пулмалла, А ХВХС тре-
1 , 

угольникпе пёрьевёрлё ҫӗнӗ треугольник тӑвӑпӑр; кунта Л—шы
ракан треугольникён ҫӳллӗшӗ пулать ёнтё. Ҫапла майпа пулнӑ 
треугольник шыракан треугольник пулать.

Пёрьевёрлёхён центрне С точкӑна суйласа илсен ансатрах. 
пулать. Кун пек чухне вара шыракан треугольнике тума питех 
те ансат пулать (189 черт.) А ХВХС треугольникён СОх ҫӳллӗшне- 
малалла тӑсӑпӑр та ун ҫинче СО =  Н хурӑпӑр, вара А^В^ татӑкпа 
параллельлё АВ тӳрӗ лини хывӑпӑр.

Д  АВС  шыракан треугольник пулать.
Ҫакнашкал задачӑсенче шыракан фигурӑн положенийё кирек 

епле те пулма пултарать; анчах та нумай чухне фигурӑна панӑ. 
точкӑсемпе е линисемпе илсен паллӑ вырӑн йышӑнмалла ыйту 
лартаҫҫӗ. Кунта тата ҫакӑн пек те пулма пултарать: условинчи 
пёр-пёр положение шута илмесен, пирён шыракан фигурӑпа 
пёрьевёрлё темён чухлё фигура пулма пултарать. Ҫакӑн пек

чухне пёрьевёрлёхён ме~ 
точёпе усӑ курни юрӑхлӑ 
пулать. Тёслёхсем туса 
кӑтартар.

2 - мё ш з а д а ч а .  Па
нй АВС кётесе ҫавракӑш 
ҫырӑр, вӑл панй М  точка 
мрлй кайтйр (190 черт.).

Вӑхӑтлӑха ҫавракӑш М  
точка урлӑ кайма ыйтни- 
не пӑрахӑҫлӑпӑр. Вара па- 

190 черт. нӑ условие темён чухлё
ҫавракӑшсем те килёште- 

реҫҫӗ, вёсен пурин те центрёсем ВО  биссектриса ҫинче выртаҫҫӗ. 
Ҫакнашкал ҫавракӑшсенчен пӗрне, сӑмахран, о центрлӑскерне, 
тӑвӑпӑр. Ун ҫинче т точкӑна, М  точкӑпа килӗшӳллӗскерне, урӑхла 
каласан, МВ пайӑрка ҫинче выртаканскерне, илёпёр те то радиус 
тӑвӑпӑр. Халё ёнтё МО || то тусан, вара О точка шыракан ҫавра- 
кӑшӑн центрё пулать. Чӑнах та, АВ  енё ҫине ОЫ тата оп пер- 
пендикулярсене тусан, эпир вара пёрьевёрлё МВО тата тВо, 
ПВО тата пВо треугольниксем тӑватпӑр; вёсенчен эпир акӑ мён 
тупатпӑр:

МО : то — ВО : Во-, N 0 : по— ВО:Во,

ҫакӑнтан

М О : то =  N 0 : по.
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Анчах та, то =  по; ҫапла вара, МО =  N 0, урӑхла каласан, ОМ 
радиуспа О центр тавра шала ҫырнӑ ҫавракӑш АВ  ене сёртёнсе 
тӑрать; унӑн центрё кётесён биссектриси ҫинче пулнӑ пирки, 
вӑл ВС ене те сӗртёнсе тӑрать.

Пёр пек точка вырӑнне МВ пайӑрка о ҫавракӑш урлӑ каҫса 
каякан тепёр тх точкӑна илсен, вара шыракан ҫавракӑшӑн тепёр 
0 1 центрне тупатпӑр. Ҫапла вара, задачӑн икё ответ пулать.

3 - мё ш з а д а ч а .  Панй АВС треугольник йшне панӑ шёвёр 
кётеслё ромб ҫырйр\ унан пёр енё АВС треугольникён АВ тёпё 
уинче, икӗ тӑррийӗ аякри АС тата ВС енёсем ҫинче пулччйр  
<191 черт.).

Малтанлӑха ромбӑн тӑррисенчен пёрийё ВС ен ҫинче вырт- 
малли ыйтӑва вӑхӑтлӑха пӑрахӑҫлӑпӑр. Вара задачӑн ытти усло- 
вийӗсене килёштерекен темён чухлё ромб тума пулать. Вёсен- 
чен пёрне тӑвӑпӑр.

АС ен ҫинче ирӗклӗн М точка 
илёпёр. Ҫак точкӑра панӑ кётеспе 
пёртан кётеслё тӑрӑ тӑватпӑр, унӑн 
пёр енё АВ тёпёпе параллельлё 
пулать, тепёр енё АВ тёпё урлӑ 
пёр-пёр Ы точкӑра каҫса каять. АВ 
енё ҫинче, N  точкӑран пуҫласа, МП  
татӑкпа, пёртан ИР  татӑка хурат- 191 черт.
пӑр та, вара МЫ тата ЫР енсемпе 
ромб тӑватпӑр.

Калӑпӑр, унӑн тӑваттӑмӗш тӑррийӗ О пулать.
Малалла, А тӑррине пёрьевёрлёхён центрё вырӑнне илетпӗр 

т е  МЫРО ромбпа пёрьевёрлё ромб тӑватпӑр; пёрьевёрлёхён по- 
казательне ҫёнё ромбӑн тӑррийӗ <3 тӑррипе пёр пек пулмалла 
тата ВС ен ҫинче пулмалла суйласа илетпёр. Ҫакна тӑвас тесе, 
АС) тӳрӗ линие ВС енпе пёр-пёр л: точкӑра пӗрлешиччен тӑсат- 
пӑр. Ҫак л: точка шыракан ромбӑн тӑррисенчен пёрийё пулать.

Ҫак точкӑран МЫРС} ромбӑн енёсемпе параллельлё тӳрё ли
нисем хывса шыракан хуги  ромба тупатпӑр.

Пёрьевёрлёхён меточёпе усӑ курса вӗренекенсене хӑйсене 
шутлама ҫак задачӑсене паратпӑр:

1. Треугольникен икё кётесне тата ун тавра тула ҫырнӑ ҫавракӑшӑн радиусне 
■яёлни тӑрӑх треугольник тӑв8р.

2. Ҫӳллӗшӗпе тӗпён отиошенийӗ, тӑрринчи кӗтесӗ тата айӑккинчи енӗн 
медиани тЗрӑх треугольник тӑвӑр.

3. ^ А О В  тата унӑн ӑшӗнче С  точка панЯ. ОВ  енӗ ҫинче М  точкӑна, О А 
енрен те тата С точкЗран та пёртанах аякра тЗраканскере, туиЗр.

V. ПРОПОРЦИЛЛЁ ТАТӐКСЕЯЛ ҪИНЧЕН КАЛАКАН ХӐШПӖР
ТЕОРЕМӐСЕМ.

182. Т е о р е м а .  {АВС) кётесён енёсем ур лӑ  каҫса каякан  
пёр-пёринпе п а р а ллельлё  т$рё линисем {ОВ1, ЕЕи ЕЕ1,...) 
кётесён енёсенчен пропорциллё татӑксем тата-тата илеҫ- 
ҫӗ  (192 черт.).

Теоремӑн доказательствине тупмалла:



в о
в о .

ОВ ЕВ
о хе х е хв х ’

В О :О Е  =  ВО х:О хЕх,
ОЕ: ЕЕ — О хЕх: ЕХЕХ тата малалла та ҫэплах.

ВЛ линипе параллельлё ОМ, ЕЫ т. ыт. пулӑшакан тӳрӗ ли- 
нисене тусан, пирён ВООх, ОЕМ, ЕВЫ т. ыт. треугольниксем 
пулаҫҫӗ; вёсем пурте пёр-пёринпе пёрьевёрлё, мёншён тесен 
вёсен (тӳрӗ линисем параллельлё пулнӑ пирки) кётесёсем пёртан. 
Вёсен пёрьевёрлёхёнчен акӑ мён пулать:

ВО О Е ЕВ
В 5 [ =  О М ^ Ё Ы ^  - т а т а м а л а л л а  та ?а п л а х -

Ҫак пёртан отношенисен йёркинче О М  татӑка ОхЕ татӑкпа, 
ЕЫ татӑка Е ХВХ татӑкпа тата ыттисене те (параллелограмйн хи- 
ре-хирӗҫле енёсене пёртан) улйштарсан, вара эпир шйпах мён 
кйтартса памаллине тупатпйр.

N

-V,

192 черт.

183. Т е о р е м а .  Пёр-пёринпе параллельлё икё турё лини  
урлӑ {МЫ  тата М ХЫХ), пёр точкӑран  (О) т ухакан т$рё л и 
нисем каҫса каяҫҫӗ пулсан, ҫак линисем вёсене пропорциллё  
пайсене пайлаҫҫё  (193 черт.).

МЫ  тӳрӗ лини ҫинчи АВ, ВС, СО,... татӑксем М ХЫХ тӳрӗ лини 
ҫинчи А ХВ Х, В ХСХ, СхО х,... татйксемпе пропорциллё пулнине кй
тартса памалла.

О АВ  тата О А хВ х треугольниксем (159 §) тата ОВС  тата О В хСх 
треугольниксем пёрьевёрлёхёнчен акӑ мён тупатпйр:

ҫакйнтан

А В  ВО ВО ВС  
А ХВ ~  В хО ТЗТа В, О В ХСХ'

АВ
А ХВ Х~

пропорциллё

ВС
Вхс х-
пулнине те ҫакйн пек майпахЫтти татйксем 

кйтартса параҫҫӗ.
184. З а д а ч а .  Т урё ли н и н  АВ  т ат йкне  (194 черт.) виҫӗ п а я  

*П'.п:р отнош енипе пайлсгр-, кун т а  т, п т ат а р  п а н й  т ат йк
сем е п а н й  числосем.
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АВ  ҫумне кирек епле ирёклё кётеспе АС пайӑрка тйвйпйр та 
ун ҫине А точкӑран пуҫласа т, п тата р  татӑксемпе пёртан та- 
тӑксем хурӑпӑр. Р точкӑна, р  татйкйн вёҫне, В  точкйпа тӳрӗ 
линипе пӗрлештерӗпёр те хунй татйксен О тата Н  вӗҫӗсем урлй 
ВР  линипе параллельлё СЮ тата НЕ  тӳрӗ линисем тйвйпйр. Вара 
АВ  татӑк И  тата Е  точкӑсенче т :п :р  пропорциллё пайсене 
пайланать.

т, п тата р  мёнле те пулин числосене, тёслёхрен, 2, 5, 3 
пӗлтереҫҫӗ пулсан та, чертежа ҫакйн пекех тӑваҫҫӗ, пӗтём йрас- 
налйх та кунта АС  тӳрӗ лини ҫинче ирёклён илнё вйрймйщ 
единицин 2,5 тата 3 хут илнё пайёсемпе пёртан татӑксене хурса 
тухни ҫеҫ пулать.

Паллах, чертежа ҫакӑн пек тӑвасси татйка виҫӗ пая пайланӑ 
чухне ҫеҫ мар, ӑна кирек мён чухлё пая пайланӑ чухне те усӑ 
курма юрйхлй.

185. З а д а ч а .  Панӑ виҫӗ а, Ъ тата с татӑксене валли тӑ- 
ваттӑмӗш пропорциллё татӑка тупӑр (195 черт.). урӑхла 
каласан, х  татӑка:

а:Ь  — с :х .
пропорцие килӗштерекен татӑка тупмалла.

194 черт. 195 черт.

Ирёклён илнё АВС  кётесён енё ҫинче: ВЭ — а, ВР  =  Ъ, ОЕ  =  с 
татӑксене хурӑпӑр. Унтан О  тата Р  точкӑсем урлӑ тӳрӗ линисем 
хывӑпӑр та ЕС || ОР тӑвӑпӑр. Вара РО шыракан татйк пулать.

Треугольникри кётес биссектрисин свойстви.
186. Т е о р е м а .  АВС треугольникён кирек хӑш  кётесён 

биссектриси те (ВО, 196 черт.) ҫав кётесе хирӗҫ выртакан 
ене хӑйӗн ик енче выртакан енёсемпе пропорциллё пайсене 
(АО  тата ОС) уййрать.

Ҫакна кӑтар гса памалла: /А В О — /О В С  пулсан,вара АО  : £>С= 
=  А В : ВС  пулать.
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ВО биссектрисӑпа параллельлё СЕ татйк туртар {СЕ || ВО) 
СЕ татӑк треугольникён АВ енё тӑсӑмне Е точкӑра касса иртет. 
Ун чухне вара, 182 §-ри теорема тӑрӑх, акӑ ҫакӑн пек пропорци 
пулса тйрать:

АО  : ОС — А В : ВЕ.
Ку пропорцирен тӗрёслӗхне кӑтартмалли пропорци патне ку- 

ҫас тесен, ҫакна палӑртсан та ҫитет: ВЕ =  ВС, урӑхла каласан, 
/\ВС Е  танураллй треугольник пулать. Ку треугольникре /_Е  — 
=  /_ АВО (параллельлё тӳрё линисем ҫумӗнчи килёшӳллӗ кётессем 
пёр-пёринпе пёртан) тата /_В С Е — /_ОВС  (ҫав параллельлё 
тӳрё линисем ҫумӗнчи хире-хирӗҫ выртакан. кётессем пёртан).

Е

Услови тйрйх АВС — ^/ОВС; апла пулсан, /_ Е  =  /_ВСЕ  
пулать, ҫавӑнпа та пёртан кётессене хирӗҫ выртакан ВС тата ВЕ 
енсем те пёр-пёринпе пёртан пулаҫҫё. Халь ёнтё ҫӳлте ҫырнӑ 
пропорцири ВЕ  вырйнне ВС лартатпйр та, тёрёслёхне кйтарт- 
малли пропорци пулса тйрать.

Ч и с л о л л й  т ё с л ё х .  АВ =  10, ВС =  7 тата АС =  6 пулч
чйр. Ун чух вара, АО  вырйнне х  лартсан, ҫакйн пек пропорци 
ҫырса хума пултаратпйр:

л:: (6 — х ) =  10:7.
Кунтан ҫакна тупатпйр:

7х =  60— Юл:; 7х-\- Юл: =  60, 17л = 6 0 .
60 _ 9л =  уу =  3 у^  пулать.

Ҫавйнпа,

ОС =  6 — х  =  6 — 3 ^ = 2 ^ -  пулать,

187. Т е о р е м а  (треугольникён тулашёнчи кётесён биссектри- 
еи^свойстви ҫинчен калаканскер). АВС т реугольникён т ула- 
шёнчи кётесён (СВР) биссектриси {ВО, 197 черт.) ҫав кётесе
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хирӗҫ вы рт акан АС ен т ӑсӑмне О т очкйра касса иртет; 
ҫак т очкӑпа т реугольникён АС енё  вӗҫёсем хуш ш и АС енён 
и к ё а й к к и н ч е  вы рт акан енёсемпе (АВ тата АС) пропорциллё.
Ҫак тёрбссине кӑтартмалла: /_ СВО =  /_ РВИ  пулсан, £ )Л :£ )С =  
=  А В : ВС пулать.

ВО  биссектрисӑпа параллельлё татӑк СЕ (СЕ || ВО) туртсан, 
ҫакӑн пек пропорци пулса тӑрать:

О А : ОС  =  ВА : ВЕ.

/  ВЕС — /_ЕВО  (килӗшӳллӗ кётессем пёр-пёринпе пёртан), 
/  ВСЕ =  /_ СВО (параллельлё тӳрё линисем ҫумёнчи хире-хирӗҫ 
выртакан кётессем пёр-пёринпе пёртан). ЕВО  тата СВО кётессем 
услови тӑрӑх пёр-пёринпе пёртан пулсан, вара /_ ВЕС =  /_ ВСЕ 
пулать, апла пулсан, ВСЕ танураллӑ треугольник пулать, урйхла 
каласан, ВЕ — ВС пулать. Пропорцире ВЕ  вырӑнне унпа пёртан 
ВС татӑка лартсан, тёрёслӗхне кӑтартмалли пропорци пулса 
тӑрать:

О А : ОС — А В : ВС.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Танураллӑ треугольник тӑрри ҫумёнчи 
тулашёнчи кётесён биссектриси хӑйне уйрӑм тӑракан биссек
триса пулать, вӑл биссектриса треугольникён тёпёпе парал- 
лельлё.

VI. ТРЕУГОЛЬНИКЁН ТАТА ХӐШПӖР ЫТТИ ФИГУРӐСЕН 
ЭЛЕМЕНЧӖСЕМ ХУШШИНЧИ МЕТРИЧЕСКИ ҪЫХӐНУСЕМ.

188. Т е о р е м а .  Туркёт еслё т реугольникён т урё кётесё  
т арринчен гипот енуза  ҫине перпендикуляр  ант арсан, пер
п ен д и куляр  хайён  т ёпё уй ӑ р а ка н  т ат ӑксем  хуш ш инче  
вӑт ам п р опорциллё  пысӑкӑш  пулса  тйрат ь, каш ни кат ет  
гипот енуза т ат а гипот енузӑн ҫав кат ет  ҫумӗнче вы рт а
кан т ат йк хуш ш инче ват ам  п р опорциллё  пысйкйш  пулса  
т йрат ь.

АО  татӑк (198 черт.) А тӳрӗ кётесён тӑрринчен ВС гипоте
нуза ҫине антарнӑ перпендикуляр пултӑр. Ҫак виҫӗ пропорци 
тёрёссине кйтартмалла:

ВО АО  ВС _ АВ  ВС АС
’ А О ~ О С ’ '  АВ В О ’ АС О С '

Пёрремёш пропорци тёрёссине АВО  тата АОС  треугольник- 
сен пёрьевёрлӗхёпе усӑ курса кӑтартӑпӑр. Ку треугольниксем 
пёрьевёрлё, мёншён тесен

/_ 1 =  /_ 4  тата 2 = ^ /3 ;

ку кётессен енёсем пёр-пёринпе перпендикулярлӑ (§ 80), ҫавӑн 
пирки вёсем пёртан. АВО  треугольникён ВЕ) тата АЕ) енёсен 
отношенийё тёрӗслёхне кӑтартмалли пропорции пёрремёш отно-
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шенийӗ пулать; АОС треугольникре килӗшӳллӗ енсем АО  тата' 
ОС1 пулаҫҫё, ҫавӑнпа

В О : АО =  А О : ОС пулать.

Иккёмёш пропорци тёрёссине АВС тата АВО  треугольниксен 
пӗрьевӗрлӗхӗпе усӑ курса кӑтартса пама пулать. Ку треуголь
никсем пёрьевёрлё, мёншён тесен вёсем тӳркӗтеслӗ треуголь
никсем, тата вёсен В шёвёр кётесё — пёрлехи кётес. АВС тре
угольникён ВС тата АВ енёсене илер, вӑл енсем тёрёслёхе 
кӑтартмалли пропорции пёрремёш отношенине тӑваҫҫӗ; АВО  
треугольникре АВ тата ВО килёшӳллӗ енсем пулаҫҫӗ, ҫавӑнпа

ВС : АВ — АВ : ВО.
Виҫҫӗмӗш пропорци тёрёссине АВС тата АОС треугольниксен 

пӗрьевӗрлёхёпе усӑ курса кӑтартӑпӑр. Ку треугольниксем — пёрье- 
вёрлё треугольниксем, мёншён тесен вёсем иккёшё те — тӳркё- 
теслё треугольниксем, тата вёсен С шёвёр кётесё — пёрлехи 
кётес. АВС треугольникён ВС тата АС енёсене илер; вӑл енсем- 
пе килёшӳллё енсем АОС треугольникре АС тата ОС енсем. 
пулаҫҫё, ҫавӑнпа

ВС : АС — А С : ОС пулать.

189. С л е д с т в и .  А точка (199 черт.) ВС диаметр ҫине ҫыр- 
нӑ ҫавракӑшӑн пёр-пёр точки пултӑр. Диаметр вёҫӗсене ҫак

точкӑпа пёрлештерсен, А В С  тӳркӗтеслё треугольник пулса 
тӑрать, унӑн гипотенузи — диаметр; катетсем хордӑсем пулса 
тӑраҫҫё. Ку треугольник тёлёшёнчен, тӗрӗслӗхне кӑтартнӑ тео- 
ремӑпа усӑ курса, ҫакӑн пек заключени тума пулать.

Ҫавракӑшӑн пёр-пёр точкинчен диаметр ҫине перпендикуляр  
антарсан, у н ӑ н  т ӗпӗ диамет ра икё т ат ӑка уйӑрат ь. Ҫак пер-

1 Треугольникён хйш енёсем пёр-пёрин хушшинче килӗшӳллӗ енёсем пул
нине пёр йЯнйшмасЗр палласа илес тесен, ҫаксене пӗлсе тӑни усӑллЗ:

1) пёр треугольникён илнё енёсене хирӗҫ выртакан кётессене кЯтартмалла.
2) вёсемпе пёртан кётессене тепёр треугольникре тупмалла;
3) вёсене хирӗҫ выртакан енсене илмелле.
Сймахран, А В О  тата А В С  треугольниксем тёлёшёнчен ҫакӑн пек калатнӑр: 

АВО  треугольникре В О  тата А О  енсем 1-мёшпе 3-мёш кётессене хирӗҫ выр- 
таҫҫӗ; А О С  треугольникре ҫак кётессемпе 4-мёшпе 2-мёш кётессем пёртан; вё
сене хирӗҫ А О  тата О С  енсем выртаҫҫӗ. Апла пулсан АО  тата О С  енсем, В О  
тата А О  енсем пёр-пёринпе килӗшӳллӗ пулаҫҫё.
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п ен д и к уля р  диамет р т ат ӑкӗсем  хуш ш инче вӑт ам пропорциллё  
пысӑкӑш  п у лс а  тӑрать, ҫак  т очкйна диам ет р вӗҫепе пёрлеш 
терекен хорда диам ет рпа т ат а хорда ҫум ӗнче выртакан диа
метр т ат йкё хуш ш инче ватам п р о п о р ц и ллё  пысйкйш  пулса  
тйрат ь.

190. З а д а ч а .  И к ё  т ат йк а т ат а Ъ хуш ш ине вйт ам  про
порциллё  т ат йк т ум а лла .

Ку задачӑна икё мелпе шутласа кйларма пулать:
1) Пёр-пёр тӳрӗ лини ҫине (200 черт.) а тӑршшӗ А В  тата Ъ 

тЗршшё В С  татӑксем виҫсе хурар; АС  тӳрё лини ҫинче, ӑна 
диаметр туса, ҫурҫавракӑш ҫырар; В  точкӑран ҫавракӑш патне 
ҫитиччен ВО  перпендикуляр тӑратар. Ҫак перпендикуляр вара 
А В  тата ВС  хушшинче эпир шыракан ватам пропорциллё пысйкйш 
яулса тйрать.

200 черт. 201 черт.

2) Пёр-пёр т ӳ р ӗ  л и н и  ҫине (201 черт.) А  точкйран пуҫласа а 
•гата Ъ тӑршшӗ татӑксем виҫсе хурар. Пысӑк татӑкё ҫинче ҫур 
.ҫавракӑш ҫырар. Пёчӗк 'татйкӗ вӗҫӗнчен А В  татӑкпа перпенди- 
кулярлӑ л и н и  туртар, вӑл перпендикуляр ҫавракӑша О  точкӑра 
касать, унтан А точкӑна О  точкӑпа пёрлештерер, АО  хорда 

• а-па Ъ хушшинче вӑтам пропорциллё пысйкйш пулса тӑрать.
191. Пифагор теореми. Тӗрёслӗхне маларах кйтартнй тео-

ремйсем кирек хӑш тӳркётеслӗ треугольникён те енёсен хуш
шинчи питё паллӑ ҫыхйнйвне кйтартса тӑраҫҫӗ. Ҫак ҫыхӑнӑва чи 
малтан грексен геометрӗ Пифагор (пирӗн эрӑчченхи VI ёмӗрте) 

•сӑнанй, ҫавӑнпа вӑл ҫыхӑну унӑн ячӗпе ҫӳрет — йна П и ф а г о р
т е о р е м и  теҫҫё.

Туркётеслё треугольникён 
енёсене пёр единицӑпах виҫнӗ 
пулсан , гипотенуза тӑршшӗн 
квадрачӗ катетсен тӑршшӗсен 
квадрачӗсен суммипе пёртан.

А В С  тӳркётеслё треугольник 
пултйр (202 черт.), АО —тӳрё кётес 
тйрринчен гипотенуза ҫине антарнӑ 
перпендикуляр п\лтӑр. Треуголь
ник енёсене тата гипотенуза татй- 

ькёсене пёр единицйпах виҫнӗ хыҫҫӑн а, Ь, с, с' тата Ь' числосем
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пулнӑ пулччӑр (треугольник енӗсен тӑршшӗсене пёчёк саспал- 
лисемпе, вёсене хирӗҫ выртакан кётессене ҫав саспаллисемпех, 
анчах пысӑк саспаллисемпе ҫырса паллӑ тӑваҫҫӗ). 188 §-ри тео- 
ремӑпа усӑ курса, ҫакӑн пек пропорцисем ҫырма пулать:

а:с  =  с:с ' тата а:Ь =  Ь:Ь', 
ҫакӑнтан шутласан,

ас' =  с2 тата аЬ' =  Ь2 пулать.
Ҫак пёртанлӑхсене членсерен хушсан, ҫакна тупатпӑр: 

ас' аЬ' =  с2 +  Ь-, е а (с' +  Ь') =  с- №.
Анчах с' +  Ь' — а,
ҫавӑнпа та а2 — с2-\-Ь2 пулать.

Ҫак теоремӑна кӗскен ҫапла калаҫҫӗ: гипот енуза квадрачӗ  
катетсен квадрачёсен суммипе пӗртан.

Т ё с л ё х .  Тӳркӗтеслӗ треугольникён пӗр-пӗр линейлӑ еди- 
ницӑпа виҫнӗ катечёсем 3 тата 4 единица пулччӑр; ун чух вара 
гипотенуза ҫав виҫе единиципех х: число пулать; л: число урав- 
нени ҫырма ҫителёклё: х:2 =  З2- |-42 =  9 +  16 =  25; ҫакӑнтан шут
ласан х==У  25 =  5 пулать.

А с ӑ р х а т т а р н и .  3, 4 тата 5 единицӑпа виҫнӗ енлё тӳркӗ- 
теслё треугольнике египетла треугольник теҫҫӗ, мёншён тесен 
вӑл треугольнике египетри азалхи ҫынсемех пӗлнӗ. Сӑмахран, 
Египетри землемерсем, ҫёр ҫинче тӳрӗ кётес тунӑ чух, ҫакӑн пек 
мелпе усӑ курнӑ: вёсем кантӑрана тёвӗлесе 12 пёртан пая уйӑрнӑ; 
унтан унӑн вёҫёсене ҫыхнӑ та (шальҫасем ҫапса) ҫӗр ҫинче ка- 
рӑнтарса кантраран треугольник тунӑ: треугольникён пёр енне 
3 пай (тӳлем), тепӗрне 4 пай (тӳлем); виҫҫӗмӗшне 5 пай (тӳлем) 
янӑ; ун чух вара 3 тата 4 тӳлемлӗ енёсен хушшинчи кётесё тӳрӗ 
кётес пулса тӑнӑ1.

Пифагор теоремин тепёр формулировка пур, ӑна Пифагор 
хӑй тунӑ, вӑл формулировкӑпа эпир каярах паллашӑпӑр (257 §1.

192. С л е д с т в и .  Катетсен ҫумӗнчи гипотенуза татӑкӗсем 
хушшинче мёнле отношени пур, катет квадрачӗсем хушшинче 
те ҫавӑн пек отношениех пур:

с2: Ъ2 =  а с ': аЬ' =  с' : Ь' пулать.

193. А с ӑ р х а т т а  рни.  1. Малта кӑтартнӑ виҫӗ пӗртанлӑх 
ҫумне:

1) ас' =  с2, 2) аЬ '=  Ь2 тата 3) а2 =  Ь2-\-с2, 
тата икӗ пӗртанлӑх хушма пулать:

1 Енёсем т у л л и  ч и с л о с е м п е  виҫёнекен тӳркӗтеслӗ треугольниксене 
Пифагор треугольникӗсем теҫҫё. Ҫак тёрёссине кӑтартма пулать: ҫакӑн пек тре
угольниксен *  тата у  катечӗсене тата г  гипотенузине ҫакӑн пек формулӑсемпе 
Сырса хума пулать:

х  =  2аЬ, у  =  а'2 — Ьг, г  =  а2 -(- Ъэ, 
кунта а >  Ь пулсан, вёсем пёр-пёр тулли числосем пулмалла.
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4) Ь'-\-с' — а тата 5) Н2 — Ъ'с' (к саспаллипе АО  ҫӳллӗш тйрш- 
шӗне паллӑ тусан).

Ҫак пӗртанлӑхсенчен виҫҫӗмӗшё малтанхи икӗ тата тйваттй- 
мӗш пӗртанлйхсен следствийӗ пулать, ҫавӑнпа пилӗк пёртанлйх- 
ран тӑваттӑшӗ кӑна ирёклӗ пёртанлӑхсем пулсй тйраҫҫё; ҫавӑнпз 
ёнтё ултӑ числоран иккёшне парсан, ытти тӑваттӑшне те тупма 
пулать.

Сймахран, пире гипотенузӑн татйкёсене панй пултӑр: Ь' — о м  
тата с' —  7 м пултӑр; ун чух вара

а =  Ь' -(- с' — 12; с =  \ '  аЬ' — \  12 • 7 =  У  84 =  9,165...,
Ь =  У ^Ь' =  V  1 2 ^ 5  =  у " 60 =  7,745...,
Н =  у  ¥ с ' =  У Ъ~-1 =  V 35 =  5,916...

А с ӑ р х а т т а р н и .  2. Малаллитеоремӑсенче эпир кӗскен ҫапла 
калйпйр: ен тӑршшёне кӑтартакан число квадрачӗ тесе калас 
вырӑнне „ен квадрачё11, е: „татӑкёсен тӑршшёне кйтартакан чис
лосен произведенийӗ“ тесе калас вырйнне „татйксен произведе- 
нийё“ тейёпӗр. Ҫапла каланӑ чухне татӑксене пёр единицӑпах 
виҫнине астуса тӑмалла.

194. Т е о р е м а .  Кирек хйш  треугольникён те шёвёр кё
тесне хирӗҫ выртакан енён квадрачё ытти икё енён 
квадрачёсен сумминчен т реугольникён ҫак икё енёнчен пёр 
енёпе ун й н  шёвёр кётесё тӑрринчен антарнӑ ҫ$ллӗшё 
патне ҫитекен татйкён произведенине икё хут  илсе кй- 
ларнипе пулать.

ВС — АВС  треугольникён (203 тата 204 черт.) А шёвёр кё
тесне хирёҫ выртакан енё пултйр, тата ВО  ытти енёсенчен пё
рин ҫине, сймахран, АС (е АС  тӑсӑмӗ) ҫине, антарнӑ ҫӳллёш 
пултӑр. Ҫак тёрёссине кӑтартмалла:

ВС2 — АВ2 АС2— 2АС  • АО. 
е линисен тӑршшёсене, чертеж ҫинче кӑтартнӑ пек, пёчёк сас
паллипе паллӑ тусан, ҫак пӗртанлӑх тёрёссине кйтартмалла:

сс1 — Ь2~ус2 — 2Ъс'.
ВОС  тӳркӗтеслё 

треугольникрен ҫакна 
тупатпӑр:

а*==к2-У(а')2. (1)
к2 тата (а')2 кашни-' 

не шутласа кӑларар.
ВАО  тӳркётеслӗ тре
угольникрен ҫакна ту
патпйр:

№ =  с2 — (с')2. (2)

В

В

Тепёр енчен, а' =  Ь — с' (203 черт.) е а' =  с '~  
Иккёшёнче те (а')2 валли пёр выражениех пулса

(а')2=(Ь— с'У=Ъ2— 2Ъс'-У{с')2; (а')2= (с '-Ь )2= (с')2-

Ь (204 черт.). 
тйрать:

-2Ьс'+Ь*. (3)
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Халь (1) пӗртанлӑха ҫӗнӗрен ҫапла ҫырма пулать:
а2 =  с2 —  (с')2 -\-Ь 2 —  2Ъс' - | -  (с' )2 =  с2-\-Ь 2 —  2Ъс' ■

195. Т е о р е м а .  П укла к  кӗт еслӗ т реугольникён п у к ла к  
кётесне хирёҫ вы рт акан енён квадрачӗ ытти икӗ  енӗн  
квадрачӗсен сумми ҫумне т реугольникён ҫак икё  енёнчен  
пӗр енӗпе у н ӑ н  п ук ла к  кёт есё т ӑрринчен ант арнӑ ҫӳллӗ- 
шӗ пат не ҫит екен т ӑсӑмӗ т ат ӑкӗн произведенине икӗ  
хут  илсе хуш сан пулат ь.

АВ  татӑк АВС треугольникён (205 черт.) пуклак кётесне хи- 
рӗҫ выртакан енё пултӑр, ВО  ытти енёсенчен пёрин тӑсӑмӗ 
ҫине, сӑмахран, АС  тӑсӑмӗ ҫине, антарнӑ ҫӳллӗшӗ пултӑр. Ҫак 
тёрёссине кӑтартмалла:

АВ2 =  АС2 +  ВС2-\-2АС ■ СО,
е чертеж ҫинче кӑтартнӑ пек кӗскен 
ҫапла ҫырса хурар:

с'2 — а 2 _|_ 1)2 _|_ 2 Ьа'.

АВО  тата СВО треугольниксенчен 
ҫаксене тупатпӑр:
С2 =  Н2 +  (с')2 =  а2 — (а')2 +  (а' +  6)2=

=  а2 — (а')2 +  (а')2 +  2 Ъа' +  Ь2 =
— а2 -\-Ъ2 -\-2Ьа' пулать,

ҫакӑ ёнтё теорема тёрёссине кӑтартни пулать.
196. С л е д с т в и .  Юлашки виҫӗ теоремӑран ҫакӑн пек вывод 

тӑватпӑр: треугольник енӗн квадрачӗ, унӑн ҫав енне хирӗҫ выр
такан кӗтесӗ тӳрӗ, шӗвӗр е пуклак пулнине кура> ытти икё 
енён квадрачёсен суммипе пёртан, е унран пёчёкрех е пысйк
рах пулаты, ҫакӑнтан тӳртӗн предложени тухса тӑрать.

Треугольникён кётесне хирӗҫ выртакан енён квадрачё ытти 
икё енён квадрачёсен суммипе е пёртан, е унран пёчёкрех,

е пысйкрах пулнине кура, вйл 
кётес е турё, е шёвёр, е пуклак  
пулать.

197. Т е о р е м а .  П а р а ллело 
грам диагоналёсен квадрачё
сен сумми унй н  енёсен ква д 
рачёсен суммипе пёрт ан  (206 
черт.).

АВСО параллелограмӑн В тата 
С тӑррисенчен АО  тёпё ҫине ВЕ 
тата СЕ перпендикуляр антарар. 

Ун чух АВО  тата АСО  треугольниксенчен ҫаксене тупатпӑр:
ВО2 =  АВ2 +  АО 2 — 2АО  • АЕ-,
АС2 =  АО 2 +  СО2 +  2АО ■ ОЕ.

АВЕ  тата/ОС/^тӳркӗтеслӗ треугольниксем пёр-пёринпе пёртан, 
мёншён тесен вёсен пёрер тан гипотенуза тата пёрер тан шё-

206 черт.

131



вӗр кётес пур; ҫавӑнпа АЕ =  ОЕ пулать. Ҫакна астуса, маларах 
кӑтартнӑ пек, пӗртанлӑха членӑн-членӑн хушар, ун чух вара 
2АО • АЕ  тата 2АО • ОЕ пёр-пёрне пётерсе лартаҫҫӗ те ҫакӑ 
пулса тӑрать:

В 0 2 АС2 =  АВ2 АО 2 +  АО2 4  СО2 =  АВ2 4- ВС2 4- ОС2 +АО*.
/

198. Треугольникён виҫӗ енё тӑрӑх ҫӳллӗшне шутласа кӑ- 
ларни. АВС треугольникён ВС =  а енё ҫине антарнӑ На ҫӳллӗшне 
шутласа кӑларар (207 тата 208 черт).

Треугольникён а енё татӑкёсене (С кётес пуклак пулсан, вӑл 
енне малалла тӑсма тивет, 208 черт.) акӑ ҫапла паллӑ тӑваҫҫё:

С енё ҫумӗнче выр
такан ВО татӑка С' 

л  саспаллипе паллӑ тӑ-
ваҫҫё; Ь татӑк ҫумён- 
че выртакан Е)С та- 
тӑка Ъ' саспаллипе 
паллӑ тӑваҫҫӗ. Тре
угольникён шӗвӗр 
кётесне хирёҫ выр
такан енён квадрачӗ 
ҫинчен калакан тео- 
ремӑпа усӑ курса, 
эпир ҫапла ҫырма 
пултаратпӑр:

207 черт. 208 черт.

Ъ2 =  а2-\-с2— 2ас' пулать.

Ку уравненирен с' татӑка шутласа кӑларатпӑр:

пулать.,  _ _  Д 2  4 -  С-> —  Г

2 а

Кун хыҫҫӑн АВО  треугольникён катет пулса тӑракан ҫӳллӗшне 
шутласа кӑларатпӑр:

Ҫак майпах, треугольникён енёсене кура, Ъ тата с енёсем ҫине 
антарнӑ Нь тата Нс ҫӳллӗшсен тӑршшӗсене шутласа кӑларма 
пулать.

VII. ҪАВРАШКАРИ ПРОПОРЦИЛЛЁ ЛИНИСЕМ.

199. Ҫаврашкари хӑшпӗр пропорциллё линисем ҫинчен эпир 
малта каланӑччё (189 §); халь тата урӑххисем ҫинчен калар.

Т е о р е м а .  Ҫавраш ка ӑш ӗнчи т очка  (М, 209 черт.) у р л ӑ  
пёр-пёр хорда  {АВ) т ат а диамет р (СО) т урт нй пулсан, 
хо р д а  т ат йкёсен произведенийё {АМ  • МВ) диамет р т ат а - 
кёсен произведенийёпе {МО • МС) пёртан.

Икё пулӑшакан хордӑсем (АС тата ВО) туртсан, икё тре
угольник {АМС тата МВО, чертеж ҫинче вёсене штрихленё)
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пулса тӑрать; вёсем — пёрьевёрлё треугольниксем, мёншён тесен 
вёсен А  тата О  кётессем ҫазрашка 
ӑшне ҫырнӑ кётессем пулнӑран, ик
кёшё те пёр АО  пёкё ҫине пусса 
тӑраҫҫё. Треугольниксен пёрьевёр- 
лӗхӗнчен ҫакӑн пек вывод тӑватпӑр:

А М : МО — М С: МВ, 
ҫакӑнтан шутласан,

АМ  • МВ — МО • МС пулать.

200. С л е д с т в и .  Ҫаврашка  
ӑшӗнчи т очка у р л ӑ  (М, 209 черт.) 
кирек м ён ч у х л ё  хорда  т урт сан  
та (А В , ЕР, АХ,. . .) каш ни хорда  
т ат ӑкӗсен произведенийё— пур  209 ч е р т ."
хордӑсем  т ёлёш ёнчен те улӑш ӑн-
м и число, мёншён тесен ку произведена кашни хорда тёлёшёнчен 
М  точка урлӑ иртекен СО диаметр татӑкёсен произведенийёпе 
пёртан.

201. Т е о р е м а .  Ҫавраш ка т улаш ёнче т ӑракан т очкӑ- 
ран  (М, 210 черт.) пёр-пёр касакан ли н и  (МА) т ат а сёртё
некен ли н и  (МС) туртсан, касакан линипе у н ӑ н  ҫавраш ка  
т улаш ёнчи пайён произведенийё сёртёнекен ли н и н  квад- 
рачёпе пёртан  (касакан лини каснӑ тӗлти иккёмёш точкӑпа 
пӳлӗнет, сёртёнекен лини сӗртённё тӗлти точкӑпа пӳлёнет).

210 черт.

Пулӑшакан АС  тата ВС хордӑсем туртсан, икё треугольник 
(.МАС тата МВС, чертеж ҫинче вёсене штрихленё) пулса тӑрать; 
вӑл треугольниксем пёрьевёрлё треугольниксем, мёншён тесен 
вёсен М  кётесё—пёрлехи кётес тата МСВ кётеспе САВ кётес — 
пёртан кётессем, мёншён тесен вёсене кашнине ВС  пёккён ҫур- 
рипе виҫеҫҫё. МАС  треугольникре МА тата МС енсене илер; 
вӗсемпе килёшсе тӑракан енсем МВС треугольникре МС тата 
МВ енсем пулаҫҫӗ; ҫавӑнпа

МА : МС — М С ; МВ, 
ҫакӑнтан шутласан,
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М А  • М В  =  М С2 пулать.
202. С л е д с т в и .  Ҫаврашка тулаш ёнчи, т очкӑран (М, 210 

черт.) кирек  мён ч у х л ё  касакан ли н и  (МА,  М Б, М Е ,. . .) т урт 
сан та, каш ни касакан  линипе  унӑн  ҫавраш ка т улаш ёнчи пайён  
произведенийё— п ур  касакан линисем  т ёлёш ёнчен те улӑ ш ӑ н -  
м и число, мёншён тесен ку произведени кашни касакан лини 
тёлёшёнчен М  точкӑран туртнй сёртёнекен линин квадрачёпе 
(МС2) пёртан.

VIII. ШЁВЁР КЁТЕСЁН ТРИГОНОМЕТРИЛЛЕ ФУНКЦИЙӖСЕМ.

203. О п р е д е л е н и с е м .  Пёчёк а саспалли — пёр-пёр шёвёр 
кётес пултйр (211 черт.) Унйн пёр енё ҫинче пёр-пёр М  точка 
илер, ҫав точкйран кётесён тепёр енё ҫине МЫ перпендикуляр 
антарар. Ушчух вара тӳркӗтеслё треугольник (ВМЫ) пулса тй
рать. Ҫак треугольник енёсен отношенийёсене мйшйрйн-мйшйрӑн 
илер, тӳрех каласан, ҫаксене илер:

урйхла каласан, кётесе хирёҫ выртакан катетпа гипоте-
ВМ

нуза отношенине илер;
ВЫ урйхла каласан, а кётес ҫумёнче выртакан катетпа ги

потенуза отношенине илер;
урйхла каласан, а кётесе хирёҫ выртакан катетпа кётес

ВЫ
сумёнче выртакан тепёр катет отношенине илер; унтан ҫак виҫӗ 

с -т тӳртӗн отношенисене илер:
ВМ ВМ ВЫ 
М Ы ’ В Ы ' МЫ'

Ҫак ултӑ отношенисен пысӑкӑ- 
шӗ пёрин те М точкӑн ВС ен ҫин- 
чи вырӑнӗнчен килмест. Чӑнах та, 
М  точка вырйнне урйх М ', М ",. . .  
точкйсем илер те М'Ы', М"Ы"...  
перпендикулярсем антарар, вара 
ВМЫ  треугольникпе пёрьевёрлё 
ВМ'Ы', ВМ ’Ы" треугольниксем пул

са тйраҫҫӗ, мёншён тесен вёсен килӗшӳллӗ кётесёсем пёр пек. 
Пёрьевёрлё треугольниксенче килӗшӳллӗ енсем пёр-пёринпе про
порциллё, ҫавӑнпа

М"Ы"
-- ВЫ" • • •

ВЫ" _
■ М"Ы"

211 черт.

МЫ
ВЫ
вы
мы =

М'Ы' 
' ВЫ' 

ВЫ'
'М'Ы7

. т. ыт. те.

Ҫаплах тата эпир илнё отношенисен кашнин пысӑкйшӗ М  
точка кётесён хйш енё ҫинче выртнинчен те килмест.
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Сӑмахран, М 1 точкйна (чертеж ҫавах) ВА ен ҫинче илер те 
ВС енне перпендикулярлӑ М гЫг туртар: М 1М1 А_ ВС, ун чух вара 
ВМ 1Ы1 треугольник те ВМЫ треугольникпе пёрьевёрлё пулать, 
мёншён тесен вёсен 2-шер пёртан кётесёсем пур, тӳрех каласан, 
пёрер тӳрё кётес тата пёрер шёвёр кётес (а) пур; а кётес икё 
треугольникне те кёрет; ҫавйнпа:

М М  МЫ
в м 1 ~~ в м ^ " ’ пулать-

Ҫапла вара, М  точка а кётесён е пёр енё ҫинче е тепёр енё 
ҫинче хӑй тӑракан вырӑнне улӑштарнипе эпир илнё отношенисем 
улшӑнмаҫҫё; анчах кётес пысӑкӑшё улӑшӑнсан, паллах, вёсем те 
улшӑнаҫҫё.

Кётесён кашни пысӑкӑшӗ валли ҫак отношенисен кашнин 
хӑйне уйрӑм число пур.

Ҫавӑнпа ҫапла калама пулать: кашни отношени кётесён анчах 
функцийё пулать, тата вӑл ҫак кётесён пысӑкӑшне кӑтартать.

Ҫакӑнта кӑтартнй пур отношенисене те кётесён тригономет- 
рилле функцийӗсем теҫҫӗ.

Ҫак 6 отношенирен пуринчен ытла 4-шӗ час-час тӗл пулаҫҫё, 
вӗсене хӑйсене уйрӑм ятсем панӑ тата вӗсене уйрӑм паллӑсемпе 
ҫырса хураҫҫё:

а кётесе хирёҫ выртакан катетпа гипотенуза отношенине а 
кётесён синусӗ теҫҫӗ тата ӑна акӑ ҫапла ҫырса хураҫҫӗ: з!п а;

а кӗтес ҫумӗнче выртакан катетпа гипотенуза отношенине а 
кётесён косинусӗ теҫҫӗ тэта йна акӑ ҫапла ҫырса хураҫҫӗ: соз а;

а кётесе хирӗҫ выртакан катетпа ҫак кӗтес ҫумӗнче выртакан 
тепёр катет отношенине а кётесён тангенсё теҫҫӗ тата ӑна акй 
ҫапла ҫырса хураҫҫӗ: а;

а кӗтес ҫумӗнче выртакан катетпа ӑна хирӗҫ выртакан катет 
отношенине (урӑхла каласан, тангенса тӳртён тӑракан отношение) 
а кётесён котангенсӗ теҫҫӗ тата йна акӑ ҫапла ҫырса хураҫҫё: с.Ща.

Кашни катет гипотенузйран пёчёкрех, ҫавӑнпа кирек хӑш 
кётесён синусёпе косинусӗ единицйран пёчёкрех число пулать; 
пёр катет тепёр катетран е пёчёкрех, пысйкрах, е унпа пёр
тан пулма пултарать, ҫавйнпа тангенс та, котангенс та единицӑ- 
ран пысйкрах е пёчёкрех число е единицӑпа пёртан пулма пул- 
тараҫҫё.

204. Тригонометрилле функции панӑ пёр пысӑкӑшӗнчен 
кётес тунй. 1) Кётес чертежне тумалла, унйн синусё 3Д число 
пултйр. Тӳркётеслё треугольник тйвар, унйн пёр катечёпе гипо- 
тенузин отношенийё 3Д число пултйр. Ку треугольникён шёвёр 
кётесёнчен ҫак катета хирӗҫ выртакан кётесне илер. Ҫакйн пек 
треугольник тйвас тесен, пёр-пёр пысйк мар татйк илер; ҫав татӑк 
ҫине АВ  татйк виҫсе хурар (212 черт.). АВ  татйк пысйк мар та- 
тйкран 4 хут вӑрймрах пулмалла. АВ  ҫине ҫурҫавракйш ҫырар, ун
тан гипотенузйн /̂^ пайёпе пёртан радиуспа В  центртан пёкё ҫы- 
рар, вйл пёкё ҫурҫавракӑша С точкйра касса иртет. С точкйнаЛ 
тата В  точкйсемпе пёрлештерсен, тӳркӗтеслӗ треугольник пулать; 
ҫав треугольникре А кётесён синусё шйпах 3/4 число пулать.
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213 черт.

2) Ҫак уравнение панӑ: соз х  =  0,7, л кётес тумалла. Ку задачӑ- 
на та 1-мӗш задачйна шутланӑ' пекех шутламалла: АВ  татӑка (ҫав 
чертежах) гипотенуза вырйнне илер, вйл татӑк пёр-пёр 10 пёр
тан пайлӑ пултӑр, л: кётес ҫумёнче выртакан АС катетра ҫавйн 
пек пайсемех 7 пулччйр; ун чух вара ҫак катет ҫумӗнче вырта
кан А кётес эпир шыракан кётес пулса тӑрать.

3) Панӑ: х =  1 — , х  кётесён чертежне тумалла. Тӳркӗтеслӗ

треугольник тумалла, унӑн пёр катечё тепёр катечёнчен 1-^- хут

пысйкрах пулмалла. Тӳрӗ кётес туса (213 черт.), унйн пёр енё 
ҫине пёр-пёр АВ татйк хурар, тепёр енё ҫине АС татйк хурар,

АС  татйк АВ  татйкран 1-^- хут пысйкрах пулмалла. В тата С
точкйсене пёрлештерер те, В кётес пулса тйрать, унйн тангенсё

числопа пёртан пулать.

Панй котангенс тйрйх кётес тумалла пулсан та, ҫакӑн пек 
чертежах тума тивет; анчах ун чух эпир шыракан кётес АС  
катет ҫумӗнче тйракан кётес пулать.

205. Кётес 0°-ран пуҫланса 90° ҫитиччен улӑшӑннӑ чух три- 
гонометрилле функцисем епле улӑшӑнни. Кётес улшйннӑ чух 
синуспа косинус улйшйннине сйнаса пыма авантарах пултйр тесе, 
эпир ҫакна каласа хурар: ҫапла улӑшйннӑ чух гипотенуза тйрш- 
шё улйшйнмасть, вйл вйрймйш виҫин единиципе пёртан пулса 
юлать, катетсем анчах улшӑнаҫҫё. Вйрймйш виҫин пёр-пёр еди
ниципе пёртан радиуспа (ОА, 214 черт.) чёрёк ҫавракйш (АЛ'!) 
ҫырар та унйн центрёнче тйракан пёр-пёр кётес (АО В— а) илер. 
В точкйран ОА радиус ҫине ВС перпендикуляр антарсан, ҫак- 
сем пулса тйраҫҫӗ:

ВС ВС ,, ~
0 5 ==_1~== 61 числоллй пысйкашё пулать.

соз а =  =  =  ОС енён числоллй пысйкйшё пулать.

Халь ёнтё ҫапла тйвар: ОВ радиуса О центр тавра ОЛ-ран 
луҫланса ОМ  патне ҫитиччен ҫавйрар; хйш енне ҫавйрмаллине
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чертеж ҫинче стрелкӑпа кӑтартнӑ. Ун чух вара к кӗтёс Ос-ра» 
90°-а ҫитиччен пысӑкланса пырать. (а кётес чертеж ҫинче

М М N

214 черт. 215 черт.

кӑтартнӑ АОВ, АОВ', АОВ" т. ыт. пӗлтерӗшӗсем урлӑ иртет); ос 
кётесе хирёҫ выртакан ВС катетӑн числоллӑ пысӑкӑшё 0-рен 
(а — 0° чух) пуҫланса 1-е ҫитиччен (а  =  90° чух) ӳссе пырать; х 
кётес ҫумӗнче выртакан ОС катетӑн числоллӑ пысйкӑшӗ 1-рен 
(к =  0° чух) пуҫланса 0-е ҫитиччен (а  =  90° чух) чакса пырать, 
Ҫапла вара, кётес 0°-рен 90°-а ҫитиччен пысӑкланса пынӑ чух, 
унӑн синусе 0-рен 1-е ҫитйччен пысӑкланса пырать, косинус 
1-рен 0-е ҫитиччен чакса пырать.

Халь ёнтё тангенс улйшйннине сӑнар. Тангенс вӑл кётесе 
хирӗҫ выртакан катетпа кётес ҫумӗнче выртакан катетӑн отно- 
шенийё пулать, ҫавӑнпа кунта ҫапла каласа хурсан авантарах 
пулё: шёвёр кётес улшӑннӑ чух, ун ҫумӗнче выртакан катета 
улӑштармӑпйр, вйл вӑрӑмӑш виҫин единиципе пёртан пулса юлать, 
тепёр катечӗ улшйнать. ОА татӑка илер, вӑл вӑрӑмӑш виҫив 
единиципе пёртан (215 черт.), ӑна АОВ треугольникён улйшёнмак 
катечё вырӑнне йышйнар; ҫак треугольникён шёвёр кётесне 
(.А О В = о:) улӑштарма тытйнар.

АВ АВ
Определени тйрйх, а = _ = = _  =  Л 5  енён числоллӑ пы- 

сӑкӑшӗ пулать.
Халь ёнтё А гочкӑран пуҫласа В точкӑна АЫ тӑрӑх В', В",... 

точкӑсем урлӑ ҫӳлтен ҫӳле куҫарса пырар; ун чух вара, чертеж 
ҫинче кӑтартнӑ пек, а кётеспе унӑн тангенсё пысӑкланнӑҫемӗн 
пысӑкланса пыраҫҫӗ; куҫакан В точка А точка ҫине вырнаҫсан, 
к кётес 0° пулсан, унӑн тангенсе те О пулать. В точка АМ  лини 
тӑрӑх ҫӳлтен ҫӳле куҫса, а кётес АОМ — 90° кётес патне ҫывӑ- 
харса пысӑкланнӑҫемӗн пысӑкланнӑ чух, тангенсӑн числоллӑ пы- 
сӑкӑшӗ те пысӑкланнӑҫемӗн пысӑкланать; вйл, паллах, кирек епле 
пысӑк числоран та пысйкрах пулма пултарать (вӗҫёмсӗр пысйк- 
ланать). Апла пулсан, кётес 0°-ран 90° таранччен пысӑкланса 
пынӑ чух, унйн тангенсе те 0-рен тапранса чикёсёр пысйк- 
ланать.

Ҫакна палйртса хйварар: пёр-пёр улшйнакан пысйкйш чикё
сёр ӳссе пырать тесе калас вырйнне урйхла, вёҫӗмсёр ӳссе пырать
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теҫҫё; „вӗҫӗмсӗрлӗх" сӑмаха ҫырура о о  паллйпа ҫыраҫҫӗ; сӑмах- 
ран, тангенс улӑшӑннине ҫапла ҫырса хума пулать: кӗтес 0°-ран 
90° таранччен пысӑкланса пынӑ чух, ун тангенсӗ 0-рен о о  таран 
пысӑкланать.

Котангенс определенийӗнчен (203 §) ҫакӑ тухса тӑрать: ко
тангенс—тангенса тӳртӗн тйракан пысӑкӑш пулать ( с !д а = 1 : 1§а), 
ҫавйнпа а 0-рен оо таран пысйкланнй чух, с1:§а оо-рен 0 таран 
пёчӗкленет.

206. Тригонометрилле функцисен таблици. Ҫак кёнеке вӗ- 
ҫӗнче таблица пур, вӑл таблицӑра 1°-ран 90° ҫитиччен тулли 
{тёрӗслӗхке 5-мӗш вуншарлӑ палла ҫитернӗ) числоллӑ градуслй 
пур кётессем валли те тригонометрилле функцисем ҫырса хунй. 
Таблицӑн пайӗсене ҫапла вырнаҫтарнӑ: сулахайри пёрремёш юпин- 
че (тӑррине „градуссем" тесе ҫырнй) градуссен числисене 1-рен 
45 ҫитиччен вырнаҫтарнӑ; иккёмёш юпинче (тйррине „синус- 
сем" тесе ҫырнй) пёрремёш юпинче кӑтартнӑ кётессен тивӗҫлӗ 
синусӗсен пысӑкӑшёсем тйраҫҫё; виҫҫӗмӗш юпинче косинуссен, 
унтан тангенссен тата малалла котангенссен пысйкйшёсене выр- 
наҫтарнӑ. Юлашки, 6-мӗш юпинче каллех градус числисене 
90°-ран 45° ҫитиччен вырнаҫтарнӑ. Кӑна (вырйн сахалтарах йы- 
шӑнмалла пултӑр тесе) акӑ мӗншӗн ҫапла тунӑ: синуспа косинус 
определенийӗнчен (203 §) ҫакӑ пулса тӑрать: з1па =  соз(90°—а), 
со за= з1 п (9 0 °  — а) т. ыт.; апла пулсан, з!п 1° =  соз89°, з!п2° =  
— соз 88° пулать т. ыт. Ҫавӑнпа ҫӳле синуссем тесе ҫырнй юпа 
айне „косинуссем" тесе ҫырнй, ҫӳле „косинуссем" тесе паллӑ 
тунӑ юна айне (сулахай енче виҫҫёмӗшӗ) „синуссем" тесе ҫырнй 
т. ыт. Ҫапла ёнтё 1°-ран 45° ҫитекен кётессем валли градуссен 
числисене сулахайран 1-мӗш юпара пӑхмалла, тригонометрилле 
функцисен ячёсене юпасен тйрринче ҫырнинчен пӗлмелле; 45°-ран 
89° ҫитекен кётессем валли градуссен числисене сылтӑмри юлаш
ки юпаран илмелле, функцисен ячёсене юпасен айӗнче ҫырнинчен 
пёлмелле. Сӑмахран, таблицӑра ҫаксене тупар: 35° =  0,70021,
соз 53° =  0,60182, 72° =  3,07768 т. ыт. те.

Ҫак таблица пулӑшнипе эпир кётесён тригонометрилле функ- 
цийёсене кӑна мар тупма пултаратпӑр, паллӑ мар кётесён панӑ 
функцийӗ тӑрӑх кётесне хӑйне те (ҫывӑхартса) тупма пултарат- 
пӑр. Сӑмахран, ҫакна панӑ пултйр: з1п л: =  0,61523, х кётесе 
тупмалла. Синуссен юпинче 0,61523 ҫывйх тйракан число тупар; 
ун пек число 0,61566 пулать, вйл з!п 38° пёлтерет. 0,61523<0,61566, 
ҫавйнпа х < 3 8 °  пулать. Анчах тепёр енчен, 0,61523 >0,60182 
(юлашки число таблицйра 0,61566 числоран ҫӳлерех тйрать, вйл 
з!п 37° пёлтерет); ҫавйнпа х > 3 7 °  пулать. Ҫапла ёнтё эпир икё 
кётес шыраса тупрймйр: пёри 37°-лй, тепёри 38°-лй, вёсен хуш
шинче х  кётес тйрать. Апла пулсан, х  вырӑнне 37°-лй кётес 
йышйнсан, эпир х-йн ҫителӗксёр илсе ҫывӑхартнӑ пёлтерёшне 
тупатпйр; 38°-лй кётесе йышйнсан, х-йн ытлашши илсе ҫывӑхарт- 
нй пёлтерёшне тупатпйр; ку кётессене иккёшне те 1° таран 
тёрёслёхпе шутласа кйларнй^ Икё кётесрен ҫак кётесне йышйн- 
малла: хйш кётесён синусё панй синуса ҫывйхарах тӑрать, ҫав кё
тесе йышйнмалла (кунта 38°-лй кётесе йышйнсан, авантарах пулать).
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Тата х  кётесе ҫак уравнена тйрйх тупмалла пултӑр: с!§л: =  
== 0,7826. Котангенссен юпинче ҫаксене тупатпйр: 0,78129 =  с!§ 52°; 
0,80978 — 51°.

0,80978 >  0,7826 >0,78129 пулнй пирки 5 1 ° О < 5 2 0, л: кётес 
52°-а ҫывӑхрах тйрать, ҫавӑнпа та х  =  52° (1° та
ран тёрёслёхпе) йышйнсан авантарах пулать. С

207. Тӳркӗтеслӗ треугольникён енёсемпе 
кётесёсен хушшинчи ҫыхӑну. 1) Тӳркётеслӗ /
треугольникрен (АВС, 216 черт.) ҫакна тупатпйр: /

Ъ , о  с о  а /  ь•—  == з!п В; — =  соз В ; /а а /
ҫакйнтан шутласан: X

Ь =  аз1п В, с — а соз В  пулаҫҫӗ. в с А
В —  90°— С, ҫавйнпа з1п В —  соз С тэта 216 черт. 

соз 5==з1п С пулать; апла пулсан, малта тйра
кан пӗртанлйх ҫумне ҫакна хушма пулать:

Ъ — а  з!п В — а соз С;
с — а  соз В =  а з1п С.

Ҫапла ӗнтӗ, тӳркётеслё треугольникён катечӗ хӑйне хирёҫ 
выртакан кётес синусӗ ҫине, е ҫав катет ҫумёнче выртакан 
кётес косинусӗ ҫине ӳстернӗ гипотенузйпа пёртан.

2) Ҫак треугольникренех ҫакна тупатпйр:

в > =  с1£ В ’

ҫакйнтан шутласан:
Ь =  с!§ В, с — Ъ с!§ В пулаҫҫӗ.

Анчах В =  с!§ (90° — В) =  с!§ С тата с!§ В =  1д (90°—В)={§ С 
ҫавйнпа ҫапла ҫырма пулать:

Ь =  с 1§ В =  с с!§ С; с =  Ъ с!§ В — Ь С,
урахла каласан, пёр катет хӑйне хирёҫ выртакан кётес тангенсё 
ҫине е ҫав катет ҫумӗнче выртакан кётес котангенсӗ ҫине 
ӳстернӗ тепёр катетпа пёртан.

208. Тӳркӗтеслӗ треугольниксене шутлани. Малта кйтартнй 
ҫыхйнусем тӳркётеслё треугольниксене шутлама май параҫҫӗ, 
урйхла каласан, хйшпёр панй элементсем тйрйх треугольникён 
ытти элеменчёсене шутлама пулать. Тёслёх илсе кйтартар.

Т ӗ с л ӗ х .  Тӳркӗтеслё треугольникён ҫак элеменчёсене панй: 
гипотенуза а =  4,5; кётес С — 42°. Катетсене тата В кётесе 
тупмалла;

Ь =  а соз С — 4,5 • соз 42°; с — а з!п С — 4,5 • з!п 42*.

Таблицйран (тйватй вуншарлй палй илсе) ҫакна тупатпйр: 
з!п 42° =  0,6691, соз 42° =  0,7431.
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Апла пулсан, й =  4,5 • 0,7431=3,34395; с =  4,5 • 0,6691=3,01095. 
В  =  90° — С =  48°.

IX. ГЕОМЕТРИРЕ АЛГЕБРӐПА УСӐ КУРАССИ ҪИНЧЕН
ӐНЛАНТАРНИ.

209. З а д а ч а .  П анӑ  т ат ӑка  вӑт ам  тата хӗрринчи отноше- 
н и л л ӗ  т уса  п а й ла м а лла .

Ку задачӑна ҫапла ӑнланмалла: панй татӑка икё пая уйӑрмалла, 
пысӑкрах пайё пётӗм татӑкпа унӑн пёчёкрех пайё хушшинче 
вӑтам пропорциллё пысӑкӑш пулмалла.

Панӑ татӑка уййрмалли икё пайран пёр пайне тупсан, задача 
шутласа кӑларнӑ пулать. Ҫавӑнпа ӗнтӗ пысӑк пайне тупар, урйх- 
ла каласан, пётӗм татӑкпа унӑн пёчёкрех пайё хушшинче в ӑ т а м  
п р о п о р ц и л л ё  пысӑкӑш пулса тӑракан пайне тупар. Малтан 
ҫапла каласа хурар: ҫак пайламалли татӑкӑн пысӑк пайён чер
тежне тупмасӑрах, унӑн тӑршшӗне кӑна ш у т л а с а  кӑларар. Ун 
чух вара задачӑна а л г е б р ӑ л л а  ҫапла шутламалла: панй татӑ- 
кӑн тӑршшӗне а саспаллипе, пысӑкрах пайӗн тӑршшӗне л: саспал
липе паллӑ тусан, пёчёкрех пайё вара а  — А' пулать: унтан, задача 
ыйтнипе килӗшсе, зпир ҫакӑн пек пропорци ҫыратпӑр:

а: х =  х : ( а  —  х).
ҫакӑнтан шутласан,

х 2 =  а ( а  —  х),  е х 2-|-ал: — а 2 =  0 пулать.

Ку квадратла уравнение шутласан, ҫакна тупатпӑр:

- а 2.

Иккёмёш решени — отрицательнӑй решени, ӑна йышӑнмастпӑр; 
пёррёмёш решени —положительнӑй решени; ӑна йышӑнатпӑр та 
ҫапла ҫырса хуратнӑр.

д у + а , - л . = 1 / ' * + а’ - ± = . У — - — =2 /  ' 2 ' 4 2 У 4 2

=  У ' Ь    — ~  =  а  • 0,61803 пулать....

Ҫапла ёнтё кун пек задача кирек хӑҫан та п у л м а  п у л т а 
р а т ь ,  тата унӑн п ё р  р е ш е н и  кӑна пулать.

Тӳрё лини татӑкӗн чертежне тӑвас пулсан, тата ун тйршшёне 
тупнӑ формула тӑрӑх числопа кӑтартса ҫырас пулсан, эпир, вйл 
татйка панй татйк ҫине хурса, вӑтам тата хёрринчи отношениллё 
туса пайлйттймйрччё. Апла пулсан, вара тупнй формулӑн чертеж
не тумалла пулать. Вӑл чертежа тйвас тесен, формулине ҫймйл- 
латичченхи тёспе илсен авантарах пулать, урйхла каласан, ҫакна 
илмелле:



+ а5 вирэнсённе хӑйне уйрӑм илсе пӑхсан, вӑл тӳркё-
теслё треугольникён гипотенузи тӑршшӗне кӑтартакан выражени

а
пулни паллӑ: вӑл треугольникён пӗр катечӗ а, тепри пулаҫҫӗ.

Ҫакӑн пек треугольник тусан, 'У  + а 2 формулӑпа ҫырнӑ

татӑка та тупма пулать. Унтан х х татӑка тупас тесен, тунӑ тре-
а _

угольникёк гипотенузинчен кӑлармалла. Ҫапла вара чертежа

акӑ епле тумалла пулать:
Панӑ АВ — а татӑка (217 черт.) С точкӑра ҫурмаран уйӑрат- 

пӑр. Татӑкӑн В вёҫӗнчен перпендикуляр тӑрататпӑр та ун ҫине 
ВС тӑршшӗ ВО  виҫсе хуратпӑр. А точкӑна О  точкӑпа пёрлеш
терсен, тӳркётеслӗ Д  А В й  пулса тӑрать; унӑн пёр катечё АВ =  а,

тепёр катечё ВО =  . Ҫавӑнпа унйн АО  гипотенузи У 7 | ) У

выраженипе пёртан пулать. Гипотенузӑран ~  татӑк тӑршшӗне 

кӑларас тесе, О  точкӑна центр туса, ВО — —  радиуспа пёкё

ҫырар. Ун чух вара АЕ  татӑк } /"( “| - ) *  +  а8  \  выраженипе пёр
тан пулать, урйхла каласан, х-па пёртан пулать. АЕ  татӑка АВ  
ҫине, (А точкӑран пуҫласа О точка таран) виҫсе хурсан О точка 
пулса тӑрать. Ҫак О точкйра АВ  татӑк, вӑтам тата хёрринчи 
отношениллё пулса, икё пая уйрӑлать.

А с й р х а т т а р н и .  Геометрире татӑка вӑтам тата хёрринчи от
ношениллё туса пайлани панӑ ҫаврашка ӑшне ҫырнӑ тёрёс 10-уголь
ник чертежне тума кирлё пулать1.

210. Геометрилле задачӑсене ал- 
гебрӑлла мелпе шутлани. Тума панӑ 
задачӑна эпир г е о м е т р и р е  ал- 
г е б р ӑ п а  у с ӑ  к у р н и  пе  шутласа 
кӑлартӑмӑр. Ку мелпе задачӑна ҫапла 
тӑваҫҫӗ: задачӑна шутлама май пул- 
тӑр тесе, чи малтан мёнле лини тата- а 
кӗ тупмаллине пӗлеҫҫӗ. Унтан, панӑ 
татакӑн тӑршшӗсене а, Ь, с , . . . сас- 217 черт.
паллисемпе, тупмалли татӑка х  сас
паллипе паллӑ туса, задача условийёсемпе тата вёреннё теоре- 
мӑсемпе усӑ курса, уравнени ҫыраҫҫӗ; вӑл уравнение- алгебра 
правилисем тӑрӑх шутласа кӑлараҫҫӗ. Тупнӑ формулана тёпчесе 
санаҫҫё, урӑхла каласан, ҫаксене пӗлеҫҫё: вӑл формула кирек 
хӑҫан та пулма пултаракан решенисем парать-и е хӑш-хӑш чухне

1 Татӑка вӑтам тата хёрринчи отношениллё туса пайланине ылттӑнла к асу
теҫҫӗ.
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кйна пулакан решенисем парать-и, тата е пёр решени пулать-и, 
е темиҫе-и? Унтан формула тйваҫҫӗ, урӑхла каласан, тӳрё лини 
татӑкён чертежне туса, ҫав татӑкӑн числоллӑ пысйкӑшне хатёр 
формулйпа ҫырса хураҫҫӗ.

Ҫапла вара, геометри задачисене алгебра мелӗпе шутласа кӑ- 
ларасси, пӗтӗмлетсе каласан, тйватй пайлӑ пулать: 1) уравнени 
ҫырасси, 2) йна шутласа кӑларасси, 3) тупнӑ формулӑна тӗпчесе 
сӑнасси тата 4) ҫав формула тӑрӑх чертеж тӑвасси.

Задачӑра ыйтнипе хӑш чух темиҫе татӑк тупмалла пулать. 
Ун чух вара, вёсем числоллӑ пысӑкӑшӗсене х, у , . . .  саспалли- 
семпе паллй туса, уравненисем ҫыраҫҫӗ: миҫе татӑк тупмалла, 
ҫавӑн чухлё уравнени ҫыраҫҫӗ.

211. Ҫӑмӑл формулӑсен чертежӗсене тӑвасси. Циркульпе 
тата линейкӑпа тума юракан чертежсен ҫӑмӑл формулисене кй
тартса парар. Малтанах ҫакна каласа хурар: а, Ъ, с , . . .  саспалли- 
сем панй татйксен тӑршшӗсене пёлтереҫҫё, х: саспалли тупмалли 
татӑкӑн тйршшёне пёлтерет. Чертежёсене тума ҫӑмӑлтарах фор- 
мулӑсем:

х  =  а-\- Ь-\- с, х  =  а — Ь, х  =  2а, З а , . . . ,

вӗсем ҫинче чарйнса тймасйрах, йывйртарах формулйсем ҫине 
куҫар, акӑ вёсем:

^  ~ а а 21) Ҫак формулӑсен х  =  ~ ,  — , . . .  х  =  —  а, . . .  т. ыт. чер-
А О О

тежӗсене а татӑка пёр пек пайсене уйӑрса тӑваҫҫё; унтан, кирлӗ 
пулсан, кашни пайне 2, 3 , . . .  хут илеҫҫӗ.

2) х  =  — формула с, а тата Ь татйксем тёлёшёнчен т й в а т -

т й м ё ш  п р о п о р ц и л л ё  татйка кйтартса тйрать. Чйнах та, ку 
пёртанлӑхран ҫакйн пек вывод тума пулать:

сх — аЬ,
ҫакӑнтан шутласан,

с :а  — Ь :х  пулать.

Ҫавӑнпа л: татйка тйваттймёш пропорциллё татйк чертежне 
тумалли мелпе (185 §) тупаҫҫӗ.

3) х==—  формула Ь, а тата а татйксем тёлёшёнчен тйват

тймёш пропорциллё татйка кйтартса тйрать е тата вйл формула
а 2ҫинчен ҫапла калаҫҫё: х  =  —̂  формула Ъ тата а татйксем тёлё

шёнчен в и ҫ ҫ ӗ м ӗ ш  п р о п о р ц и л л ё  татйка кйтартса тй
рать, теҫҫё. Чйнах та, панй пёртанлйхран ҫакйн пек вывод тума 
пулать:

Ьх =  а 2,
ҫакйнтан шутласан,

Ь:а — а : х  пулать.
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Ҫавӑнпа л: татӑка тӑваттймӗш пропорциллё татйка шыраса 
тупакан мелпех тупаҫҫӗ (анчах а татӑка икӗ хут виҫсе хума 
тивет).

4) х  =  У  аЬ формула а тата Ъ хушшинче в ӑ т а м  п р о п о р 
ц и л л ё  пысйкйша кӑтартать. Чӑнах та, ку формулӑран ҫакйк 
пек вывод тума пулать:

* х 2 — аЬ,

ҫакӑнтан шутласан,
а : х  =  х : Ь  пулать.

Ҫавӑнпа х  иысйкӑша вӑтам пропорциллё татйк чертежне ту
малли малта кӑтартнӑ мелпе (190 §) тупаҫҫӗ.

5) х =  У а2-\-Ь 2 формула тӳркӗтеслӗ треугольникён г и п о  
т е н у з и н е  кӑтартать, унӑн катечёсем а тата Ь пулаҫҫӗ.

6) х  =  У а2 — Ь2 формула тӳркӗтеслё треугольникён к а т е т -  
не  кӑтартать, унӑн гипотенузи а, тепӗр катечё Ь пулаҫҫӗ.

Ҫак формулӑн чертежне 126 §-ра кйтартнӑ пек тума аванта- 
рах пулать.

Кунта кӑтартнӑ формулӑсем тӗп формулӑсем пулаҫҫӗ. Вёсем 
пулйшнипе йывӑртарах формулӑсен чертежӗсене тӑваҫҫӗ. Сй
махран:

7) х  =  а]/~-^- пысӑкӑша радикал айне кёртсен, ҫакӑ пулса 

тӑрать:

х = } /Л- ^ - а 2 =  у Ла .  ~ а .

2
Кунтан х татӑк а тата « тӳрӗ линисем хушшинче вӑтам

О
пропорциллё пысӑкӑш пулнй курӑнса тйрать.

8) х  — \ г а2- \ - № — с2- \-ӑ 2. Малтан ҫакна каласа хурар: а2-1- 
-\-Ъ2 — к2. Ун чух вара к татйка тӳркӗтеслӗ треугольникён гипо- 
тенузине тупнӑ пек шыраса тупаҫҫӗ; унйн катечёсем а тата Ь 
пулаҫҫӗ. к татйк чертежне тйвар та ҫапла калар: к 2- \ - ӑ 2 — 12.

Ун чухне вара / татйка тӳркӗтеслё треугольникён гипоте- 
нузине тупнӑ пек шыраса тупаҫҫӗ, унйн катечёсем к тата ӑ  пу
ладдё. I чертежне тйвар та ҫакӑ пулса тйрать: х  =  У  I2— с2. Ҫа- 
вйнпа х  татйк / гипотенузйллй треугольникён пёр катечё, с тепёр 
катечё пулать.

Урйх тёслёхсем илсе кйтартмӑпӑр, кусем те дитёд. Малалла 
дапла калйпйр: алгебрйлла формулйсен чертежёсене тумалли 
мелсене тӗпӗ-йӗрёпе пйхса тухнй хыҫҫйн, ҫакӑн пек питё 
кирлё вывод тумалла пулать.

Л и н е й к й п а  т а т а  ц и р к у л ь п е  д а к й н  п е к  а л г е б р й л 
ла  в ы р а ж е н н о е  н ч е р т е ж ё с е н е  к й н а  т у м а  м а й  п у р :  
вйл  в ы р а ж е н и с е м  р а ц и о н а л ь н й й  о п е р а ц и с е н  в ё- 
Ҫ ӗ м л ё  ч и с л и с е м п е  у с й  к у р н и п е  т а т а  к в а д р а т  т ё п ё -
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■сене т у п а с с и п е  у с ӑ  к у р н и п е  п а л л ӑ  п ы с ӑ к ӑ ш с е н -  
ч е н  п у л м а  п у л т а р а ҫ ҫ ӗ .

У П РАЖ Н ЕН И С Е М .

Т е о р е м  ӑ с е м  т ӗ р ӗ с ҫ и н е  к й т а р т м а л л а .

1. Трапеци тӗпӗсен варрисем урлй туртнӑ тӳрё лини трапеции параллельлё 
мар енёсем пёр-пёрне касса иртекен точка урсй тата диагоналёсем пёр-пёрне 
касса иртекен точка урлӑ иртет.

2. Треугольникён танмар енёсем хушшинче выртакан кётес тӑрринчен бис» 
сектрисйпа медиана туртсан, биссектриси медианинчен кёскерех пулать.

3. Икӗ ҫаврашка тул енчен сӗртӗнеҫҫӗ пулсан, вёсен тулашёнчен сёртёнсе 
иртекен пёрлехи линин сёртённё тёлти точкйсен хушшинчи пайё ҫаврашкасен 
диаметрёсен хушшинче вйтам пропорциллё татӑк пулса тӑрать.

4. Кётес енёсем ҫине ун тйрринчен пуҫласа пропорциллё татӑксем виҫсе 
хурсан, вёсен тивӗҫлӗ вӗҫӗсенз пёрлештерекен тӳрӗ линисем пёр-пёринпе парал
лельлё пулаҫҫӗ

5. Тӳркӗтеслӗ треугольникён (АВС) ӑшне БЕЕО  квадрат ҫырсан, унӑн ОЕ  
енё В С  гипотенуза ҫинче выртать пулсан, ҫак Б Е  ен гипотенузйн В О  тата ВС  
татӑкӗсен хушшинче вйтам пропорциллё татйк пулса тйрать (гипотенуза ҫинчи 
точкйсем В , О, Е, С  кӗркепе тӑраҫҫӗ).

6. Икё татӑк (АВ  тата С О  е вёсен тӑсӑмӗсем) пёр-пёрне Е  точкйра касса 
иртеҫҫӗ пулсан, тата ВЕ ■ ЕА — Е С  ■ Е О  пулсан, А, В, С, Б  точкӑсем пёр ҫав- 
ракӑш ҫинче выртаҫҫӗ (200, 202 §-ри теоремӑсен тӳртӗн теореми).

7. ПанЗ: О ҫавракӑш тата икӗ точка А тата В. Ҫак точкйсем урлй темиҫе 
^авракйш туртиӑ, вёсем О ҫавракйша касса е сёртёнсе иртеҫҫӗ. Ҫак тёрёссине 
кйтартмалла: ҫак ҫавракӑшсем О ҫавракӑша касса иртнё тёлти точкйсене пёр
лештерекен пур хордйсем те, ҫавӑн пекех тата вёсене сёртёнсе иртекен пёрлехи 
линисем те (вёсене малалла тйснй чух) АВ  татйкйн тӑсймӗ ҫинче выртакан пёр 
точка ҫине пуҫтарӑнаҫҫӗ.

8 . Ҫакйн ҫине никӗсленсе, панй икё точка (А тата В) урлй иртекен тата панй 
О  ҫавракйша сёртёнекен ҫавракӑш чертежне тумалли мел тупмалла.

9. Тӳремҫи ҫинче выртакан лӗр-пӗр икё ҫаврашка панй пултйр. Ҫакҫавраш- 
касен икё радиусё пёр-пёринпе параллельлё куҫса пырсан, вёсен вӗҫӗсем урлй 
иртекен тӳрё лини центрсен линине кирек хйҫан та пёр точкйра (икё ҫаврашка 
пӗрьевӗрлӗх центрёнче) касса каять.

10. Треугольник йшёнче унйн медиани касакан енёпе параллельлё тӳрӗ 
линисем туртнй пулсан, ҫав медиана ҫак линисене пурне те ҫурмаран уййрать.

11. Пёр точкйран тухакан виҫӗ тӳрӗ лини панй. Ҫак линисенчен пёрин 
тйрйх пёрер точка куҫса пырсан, ҫав точкӑпа ытти икё тӳрӗ линисен хушшин 
кирек хйҫан та пёр отношени пулать

12. Икё ҫзвракйш концентрически пулсан, вёсенчен пёр ҫавракӑшӗ ҫинчен 
илнё кирек хйш точкйна та тепёр ҫавракйшйн кирек хйш диаметрӗ вӗҫӗсене 
пёрлештерекен татйксен квадрачёсен сумми улйшйнман пысйкйш пулать (197 §).

13. Пёр-пёр треугольникён виҫӗ ҫӳллӗшӗн тӗпӗсене тӳрӗ линисемпе пёр
лештерсен, ҫак треугольникён тӑррисем патёнче пулса тйнй виҫё треугольник 
панй треугольникпе пёрьевёрлё пулаҫҫё. Панй треугольникён ҫӳллӗшӗн тӗпӗ- 
сене пёрлештернипе пулакан треугольникре панй треугольникён ҫӳллёшӗсем  
биссектриса пулса танине кйтартмалла.

14. Панй ҫавракйшӑн А В  диаметрне В  точка хыҫне тйснй. Ҫак тйсӑм ҫинчи 
пёр-пёр С точка урлй А В  патне паллй мар перпендикуляр тургнӑ (С Б  _1_ АВ). 
Сак перпендикулярйн пёр-пёр М  точкипе А точкйна турё линипе пёрлештерсен, 
А М  ■ А А ! произведени (ҫак тӳрӗ лини ҫавракйша касса иртекен иккёмёш точ- 
кйяа А 1 саспаллипе паллй тунй) кирек хйш М  точка тёлёшёнчен те улйшйнми 
пысйкйш пулать.

Г е о м е т р и л л е  в ы р й н с е н е  т у п м а л л а :
15. Ҫавракӑшйн панй точки урлй иртекен пур хордйсен те варрисен гео

метрилле вырйнне тупмалла.
16. Ҫавракйшӑн панй точки урлй иртекен пур хордйсене те пёр отношениллё 

(т :п )  туса пайлакан точкйсен геометрилле вырйнне тупмалла.
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17. Панй кётесён енёсемпе точкӑсен хушшисем пёр отношениллё ( т : п), ҫав 
точкйсен геометрилле вырйнне тупмалла.

18. Ҫак точкйсен геометрилле вырйнне тупмалла: тупмалли точкйсемпе икё 
панй точка хушшисен квадрачёсен сумми ҫав точкӑсемшӗн улйшйнми пысйкйш 
пулать (197 §).

19. Ҫак точкйсен геометрилле вырйнне тупмалла: вйл точкйсемпе икё панй 
точка хушшисен квадрачёсен разноҫӗ ҫав точкйсемшён улйшйнми пысйкйш пулать.

20- Ҫак точкйсен геометрилле вырйнне тупмалла: вйл точкйсем ҫавракӑшӑн 
точкисене панй О точкйпа (ҫаврашка йшёнче е унйн тулашёнче выртакан точ- 
кйпа) пёрлештерекен пур тӳрӗ линисене те панй отношениллё ( т : п) пайлаҫҫӗ

Ч е р т е ж  т у м а л л и  з а д а ч й с е м .
21. Кётес йшёнче е унйн тулашёнче панй точка урлй тӳрӗ лини туртмалла; 

ҫав лини кётес енёсемпе точка хушшинчи татйкёсен пёр-пёринпе панй т : п 
отношениллё пулмалла.

22. Треугольникре точка тупмалла, вйл точкйран треугольникён енёсем ҫине 
антарнӑ перпендикулярсем пёр-пёринпе панй т : п : р  отношениллё пулмалла 
(17-мёш упражнение пйх).

23. Панй кётесёнчен, ҫав кётесё ҫумӗнчи пёр енёнчен тата ҫав енёпе виҫ- 
ҫӗмӗш енё отношенийёнчен треугольник тумалла (миҫе решени пулать)?

24. Тйрринчи кётесёнчен, тёпёнчен тата тёпёпе пёр аяккинчи енён отноше- 
нинчен треугольник тумалла.

25. Ҫӳллӗшӗнчен, тйрринчи кётесёнчен тата тёпё татйкёсен отношенийёнчен 
треугольник тумалла.

26. Тйрринчи кётесёнчен, тёпёнчен тата тёпё ҫинчепанй точкйран треуголь
ник тумалла; ҫав тёпё ҫинчи точка урлй тйрринчи кётесён биссектриси иртет.

27 Икё кётесёнчен тата тёпёпе ҫӳллӗшӗ сумминчен е разноҫӗнчен треуголь
ник тумалла.

28. Тйрринчи кётесёнчен тата тёпёпе ҫӳллӗшӗн сумминчен танураллй тре
угольник тумалла.

29. Вӗҫӗмсёр МЫ тӳрё лини ҫинче икё точка (А  тата В) панй. Ҫак тӳрӗ ли
ни ҫинче виҫҫӗмӗш точка (С) тупмалла; С А : СВ  =  т : п пулмалла; т  тата п тӳрӗ 
линин татйкёсем е панй числосем пулмалла ( т ф  п  пулсан, ҫакйн пек точка 
илнё пулать: пёри А тата В  хушшинче, тепри А В  татйкйн тулашёнче пулать).

30. Панй ҫаврашка йшне треугольник ҫырмалла; вйл треугольнике тума 
унйн тёпне тата ытти икё енён отношенине панй.

31. Панй ҫаврашка йшне треугольник ҫырмалла; вйл треугольнике тума унйн 
тёпне тата пёр паллй мар енё патне туртнй медианине панй.

32. Панй сегмент йшне квадрат ҫырмалла: унйн пёр енё хорда ҫинче, хирӗҫ 
выртакан кётесёсен тйррисем пёкё ҫинче выртмалла.

К й т а р т у :  ҫак задачйсене пёрьевёрлёх мегочёпе шутламалла (181 §).
33. Панй треугольник йшне квадрат ҫырмалла, унйн пёр енё треугольникён 

тёпё ҫинче, хирӗҫ выртакан кётесёсен тйррисем треугольникён аяккинчи енёсем  
ҫинче выртмалла.

34. Панй треугольник йшне прямоугольник ҫырмалла (ҫакйн умӗнчи задачй- 
на пйх); унйн енёсем т : п отношениллё пулмалла.

35. Панй квадрат тавра панй треугольникпе пёрьевёрлё треугольник ҫыр- 
малла.

36. Ҫавракйш тата ун ҫинче икё точка (А тата В) панй. Ҫак ҫавракӑш ҫинче 
выртакан виҫҫёмӗш точкйна (С) тупмалла; С  точкйпа А  тата В  точкйсен хуш ш и
сем панй отношениллё пулмалла.

37. Икё енёнчен тата вёсен хушшинчи кётесён биссектрисинчен треуголь
ник тумалла (196 черт. пйх: малтан С Е :В Б  =  А Е :А В  пропорцирен СЕ  т ӳа  
лини тупатпйр; унтан вара ВСЕ  треугольник чертежне тйватпйр т. ыт.те).

38. х  татйкйн чертежне тумалла; л: татйкпа т татйк отношенийё я2 :й3 оти/ 
шени пек пулмалла (а тата Ь—панй татйксем). /

39. Ҫаврашка тулашёнче выртакан точкйна тупмалла; ҫак точкйран ту / 
ҫавракӑша сёртёнекен лини касса иртекен линирен икё хут кёскерех пулма 
касакан лини, ҫав точкйранах тухса, центр урлй иртет (алгебрйпа усй / 
малла).

40. Ҫаврашка тулашёнче выртакан точка урлй касакан лини туртмалла 
ракйш вйл линие панй отношениллё пайламалла (алгебрйпа усй курмалла)

Ю. А. Киселев. Геометри, 1 пайё. I



41. Виҫӗ ҫӳллӗшӗнчен (къ  к2 тата къ) треугольник тумалла. Малтанах туркё
теслё треугольниксен пӗрьевёрлӗхӗпе усӑ курса ҫӳллӗшсемпе тивӗҫлӗ енсем 
пӗр-пёринпе т ӳ р т ӗ н  п р о п о р ц и л л ё  пулнине кйтартмалла; кх% к2 тата Л3 
ҫӳллёшсене, х ъ х 2 тата х в саспаллипе тивӗҫлӗ енёсене паллӑ тусан, вара

х х : х 2 =  й2 ,

Л ;
й3

. , к2 кхк2
х 2 : х 3 =  й3 : к2 =  1 : =  к.х : пулать,

ҫакӑнтан шутласан,

ь ь Л1Л2X) : х 2 : х 3 =  к2 : й, : — пулать.

Й1Й2
Л3

выражени й3, к2 тата кх пысӑкӑш сем тёлёш ёнчен тӑваттӑмӗш пр оп ор

циллё пысӑкӑш пулать. Унйн чертеж не тусан (вӑл к пултйр), тӳр ӗ  линин виҫӗ  
татӑкӗ к2, кх тата к пулса тӑраҫҫӗ; ҫак татйксем тата тупмалли енсем пёр-пё
ринпе пропорциллё; апла пулсан , ен ёсен е ҫак татйксенчен тунй треугольник  
тупмалли треугольникпе п ё р ь е в ё р л ё  пулать; ҫавӑнпа та треугольник чер
теж не тӑвас тесен , вйл треугольник панӑ треугольникпе пёрьевёрлё пулса, панЗ 
ҫӳллӗш лё пулмалла.

42.  Ҫак формулйсем кӑтартакан татйксен ч ертеж ёсен е тумалла:

_ а 6 с _ _ й 6 _  с 
' — ӑе ~  ӑ е

(тйваттймёш пропорциллё пысйкӑш чертеж не икё хут тума тивет);

2) х  =  У  а?-\-Ьс

(малтанах к =  У"Ьс татЗк чертеж не, унтан х  =  ]/" а2-\-к2 татӑк чертеж не тумалла).

Ш у т л а с а  к й л а р м а л л и  з а д а ч ӑ с е м .

43. Ш ёвёр кётеслё треугольникён панй а тёпёнчен тата унйн к  ҫӳллӗш ӗнчен  
ҫак треугольник ӑш не ҫырса тунӑ квадратйн х  енне ш утласа кӑлармалла; квад
ратйн пёр  енё треугольникён тӗп ӗ ҫинче, унӑн икӗ тӑрри треугольникён аяк
кинчи енӗсем  ҫинче выртмалла.

44.  Треугольникён енёсем  10, 12 тата 17 метр. 17 метрлӑ енне хирӗҫ выр
такан кётесён биссектриси ҫав енне икё татйка уййрать. Ҫав татйксене шутласа 
кӑлармалла.

45. Тӳркӗтес тӑрринчен гипотенуза ҫине антарнӑ перпендикуляр ҫав ги по- 
тенузӑна икё пая(/и  тата п пайсене) уййрать. К атетсене ш утласа кйлармалла.

46. АВС  треугольникён панӑ (я, Ь тата с) виҫӗ ен ӗ  тӑрйх ВС енё патне  
туртнӑ А Б  медианйна шутласа кӑлармалла.

К й т а р т с а  п а н и .  А й  татӑка Р Е  =  АО  тӑрш ш ӗ тйсар та Е точкйна 
В тата С точкйсемпе нёрлеш терер, ун чух вара параллелограм пулса тӑрать, 
параллелограм тёлёш ёнчен 197 §-ри теоремӑпа усй курмалла.

47. АВС  треугольникЗн енёсем  ҫакӑн пек: АВ  =  7, ВС  =  15, тата А С =  10. 
Ҫакна тупмалла: А кётес епле йышши кётес пулать? тата В  тӑрринчен антарнӑ 
ҫӳллӗш не шутласа кӑлармалла.

48.  Ҫаврашка тулаш ёнче выртакан точкӑран пуҫласа ҫавраш кана сёр тёнсе  
иртекен а  лини тата йна касса иртекен тепёр лини туртнй. Касакан линин тйрш- 
ш ёне ш утласа кЗлармалла; унӑн тулаш ёнчи пайёпе шалти пайё т '.п  отнош е
ниллё.

49. Икё ҫаврашкан ради усёсем  К  тата г; вёсен  центрёсен х уш ш и  —  а; ҫак 
ҫавраш касен хййсене сёртёнекен  пёрлехи линийё пур; ҫак сёртёнекен  лини 
центрсен линине хйш тёлте касса иртнине ш утласа кӑлармалла; пӗрр е, ҫак точка 
центрӑн п ёр  аяккинче, тепре, центрсен хуш ш инче выртнӑ чух хӑш тёлте пул
нине тупмалла.
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Т Ӑ В А Т Т Ӑ М Ӗ Ш  С Ы П Ӑ К .

ТӖРӖС МНОГОУГОЛЬНИКСЕМ ТАТА ҪАВРАКӐШ  
ТӐРШШӖНЕ ШУТЛАСА КӐЛАРАССИ.

I. ТӖРӖС МНОГОУГОЛЬНИКСЕМ.

212. Определенисем. Ҫакӑнта кӑтартнӑ виҫӗ условипе килӗшсе 
тйракан хуҫкаланчӑк линие тӗрӗс л и н и  теҫҫё: 1) хуҫкаланчӑк 
линие кёрекен тӳрӗ л и н и  татӑкӗсем пёр-пёринпе пёртан пул
малла; 2)  юнашар тӑракан нкё татӑк хушшинчи кётессем пӗр-пӗ- 
ринпе пёртан пулмалла тата 3) йёркерен выртакан татӑксенчен 
пӗрремӗшёпе виҫҫёмёшё тӳрӗ линин—иккёмёш татӑк выртакан 
линин пёр аяккинче выртмалла.

Сӑмахран, АВСОЕ  тата ЕСНКС (218 черт.) ҫавӑн пек линисем 
пулаҫҫё; анчах М N Р ^Р  хуҫкаланчӑк линие тёрёс лини теме юра
масть, мёншён тесен вӑл виҫҫёмӗш условипе килёшмест.

Тёрёс хуҫкаланчӑк лини мӑкӑр лини пулма пултарать, сӑмах- 
ран, АВСОЕ  ҫавйн пек лини пулать.

Многоугольникён йёри-тавра тёрёс хуҫкаланчӑк лини пулсан, 
урйхла каласан, унӑн енёсем тата кётесёсем пёр-пёринпе пёртан 
пулсан, ун пек многоугольнике тёрёс многоугольник теҫҫӗ. Сймах- 
ран, квадрат, тан енлё треугольник т. ыт. ҫавӑн пек многоуголь
никсем те тёрёс многоугольниксем пулаҫҫё.

219 чертеж ҫинче кӑтаргнӑ многоугольник мӑкйр тёрёс пяти
угольник; 219а чертеж ҫинче те тёрёс пятиугольник ӳкернё, анчах 
вӑл мӑкӑр многоугольник мар (ӑна ҫӑлтӑрла пятиугольник теҫҫё). 
Эпир геометрии ҫак курсёнче м ӑ к ӑ р  тёрёс многоугольниксене 
а н ч а х  пӑхса тухатпӑр, ҫавӑнпа та „тёрёс многоугольник” те- 
нине „мӑкӑр“ тёрёс многоугольник тесе йнланмалла.

Тёрёс многоугольниксен чертежёсене тӑвасси ҫавракӑша пёр
тан пайсене пайлассипе тачй'

с с N

218 черт.

^ыхӑнса тйрать, йна малалли 
теоремйсем кӑтартаҫҫӗ.

213. Т е о р е м а .  Ҫавракӑ- 
ша мен чухлё  те пулин (ик- 
кёрен ытла) пёртан пайсе
не пайланй пулсан, вара:

1) пайлакан кашни икё
юнашар точкӑна хордӑсем- 2 1д черт- 219а черт.
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пе пёрлеш т ерсен, тёрёс м ногоугольник  (ҫавракӑш  йшне 
ҫы рнӑ м ногоугольник) пулса  тйрать;

2) пайлакан  пур т очкйсем  у р л й  т а сёрт ёнекен линисем  
туртсан т ат а вёсен каш нин т йсймё п айлакан  юнаш ар  
т очкйсен сёртён$ линийёсем пе т ёл пулса касйлсан, тёрёс 
м ногоугольник (ҫавракйш  йёри-тавра ҫырса т унй м ного
у го л ь н и к ) пулса  тйрать.

Ҫавракӑша (220 черт.) А, В, С т. ыт. точкӑсемпе мён чухлё 
те пулин пёртан пайсене уйӑрнӑ пултӑр, ҫав точкӑсем урлй АВ, 
ВС—хордйсем тата сёртёнекен МЫВ, ЫСР. . .  линисем туртнӑ 
пултӑр. Ун чух вара:

]) Ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ АВСИЕР  многоугольник тёрёс мно
гоугольник пулса тӑрать, мёншён тесен унӑн пур енёсем те пёр
тан (пёртан пёкёсене карӑнтарса тӑракан хордӑсем пёртан) тата 
пур кётесёсем те пёртан (пёртан пёкёсем ҫине тёкёнсе тӑракан 
кётессем пёртан).

2) Ҫавракӑш йёри-тавра ҫырса тунӑ МЫРС)Я8 многоугольник 
тёрёс многоугольник пулнине кӑтартас тесе, АМВ, ВЫС т. ыт. 
треугольниксене пӑхса тухар. Вёсен 
АВ, ВС т. ыт. тёпӗсем пёртан; ҫак

220 черт.

тӗпсем ҫумӗнче выртакан кётессем те пёртан, мёншён тесен вё
сен кашнин пёр пек виҫе пур (сёртёнекен линипе хорда туна 
кётесе хӑй хушшинчи пёккён ҫуррипе виҫеҫҫӗ). Апла пулсан, ҫак 
треугольниксем пурте танураллй тата пёр-пёринпе пёртан, ҫа- 
вйнпа МЫ =  ЫР т. ыт. тата / _ М = - £ Ы = . . . ,  урйхла каласан, 
МЫРС}Я8'многоугольник--'тёрёс многоугольник пулать.

214. А с й р х а т т а р н и .  О центртан (221 черт.) АВ, ВС т. ыт. 
хордӑсем ҫине перпендикулярсем антарсан тата вёсен тйсймёсем 
ҫавракӑша М, Ы т. ыт. точкйсенче касса иртсен, ҫак точкйсем 
пур пёкёсене те, пур хордйсене те ҫурмаран уййраҫҫё, пёкёсене 
тата хордйсене ҫурмаран уййрнипе ҫавракйш та пёртан пайсене 
пайланать. Ҫавйнпа, ҫӳлте кйтартнй пек, М, Ы т. ыт. точкйсем 
урлй сёртёнекен линисене пёр-пёринпе касйлмалла туртсан, ҫав- 
ракйш йёри-тавра ҫырнй тёрёс многоугольник пулса тйрать, унйн 
енёсем ҫавракйш йшне ҫырнй многоугольник енёсемпе параллель- 
лё пулаҫҫӗ. Кашни мйшйр тйрй (А тата В, тата т. ыт.) центр
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урлӑ иртекен тӳрӗ лини ҫинче выртать, тӳрех каласан, МОЫ 
кӗтесён, ҫавӑн пекех ытти кётессен биссектриси ҫинче выртать.

215. Т е о р е м а .  М ногоугольник  
тӗрӗс пулсан, вара:

1) у н  йёри-тавра ҫавракӑш  ҫыр- 
м а пулат ь;

2) у н  ӑшне ҫавракӑш  ҫырма пу - 
лат ь.

1) АВСОЕ  тёрёс многоугольникён 
юнашар выртакан пёр-пёр виҫӗ тӑрри 
урлӑ (А, В тата С, 222 черт.) ҫавра- 
кӑш ҫырсан, вӑл многоугольникён тӑ- 
ваттӑмёш тӑрри (О) урлӑ та иртнине 
кӑтартса парар. О центртан ВС хорда 
ҫине перпендикуляр антарар та О 
центра А  тата О  точкйсемпе пёрлеш- 222 черт.
терер. Унтан АВКО  четырехугольнике
унӑн ОК. енё тавра ООСК четырехугольник ҫине ӳкмелле ҫавӑ- 
рар. Ун чух вара (АТ точка ҫумёнчи турё кётессем пёртан пирки) 
КВ ен АТС ен тӑрӑх каять. В  точка С точка ҫине вырнаҫать 
(мёншён тесен ВС хордӑна АТ точка ҫурмаран уййрать), (В тата 
С кётессем пёртан пирки) ВА ен СО ен тйрйх каять; юлашкин- 
чен, А точка Ъ точка ҫине вырнаҫать (мёншён тесен ВА  ен СО 
енпе пёртан). Кунтан ҫакй тухса тӑрать: ОА ен ОО ен ҫине вырна- 
ҫать; апла пулсан, А тата В точкӑсем центртан пёр пек инҫӗшре 
тӑраҫҫӗ; ҫавӑнпа многоугольникён О  тйрри унӑн А, В тата С 
тӑррисем урлй иртекен ҫавракӑш ҫинче выртмалла. Малалла та 
ҫаплах ҫак тёрёссине кӑтартӑпӑр. Ку ҫавракӑш, многоугольни
кён юнашар выртакан виҫӗ тӑрри (В, С тата О) урлӑ иртсе, унйн 
тӑваттӑмӗш тӑрри Е тата ытти тӑррисем урлӑ та иртет; апла 
пулсан, вӑл ҫавракӑш многоугольникён пур тӑррисем урлй та 
иртет.

2) Теоремӑн пёр пайё тёрёссине кӑтартнинчен ҫакӑ тухса 
тӑрать: тёрёс многоугольникён енёсене кирек хйҫан та пёр 
ҫавракӑшӑн пёртан хордисем вырӑнне хума пулать, ҫавйн пек 
хордйсем центртан пёр инҫӗшре тӑраҫҫӗ; апла пулсан, О центртан 
многоугольник енёсем ҫине антарнй ОМ, ОК  т. ыт. перпенди
кулярсем те пёр-пёринпе пёртан пулаҫҫӗ, ҫавӑнпа та, О точкӑна 
центр туса, ОМ радиуспа ҫырнӑ ҫавракӑш АВСОЕ  многоуголь
ник ӑшне ҫырнй ҫавракйш пулса тӑрать.

216. С л е д с т в и .  215 §-ра каланинчен ҫакӑ курӑнса тӑ- 
рать: тёрёс многоугольник тавра ҫырнй ҫавракӑшпа ҫав много
угольник йшне ҫырнй ҫавракйшйн центрё пӗрре. Ҫак пёрлехи 
центр многоугольникён пур тӑррисенчен те пёр пек инҫӗшре 
тйрать, ҫавӑнпа вӑл центр многоугольникён кирек хӑш енё вар
ринчен тӑратнӑ перпендикуляр ҫинче выртма тивёҫ; ҫак центр 
кашни кётес енёсенчен пёр пек инҫёшре тӑрать пулсан, вӑл ҫак 
кётесён биссектриси ҫинче выртма тивёҫ. Ҫавйнпа ёнтё тёрёс 
многоугольник тавра е ун ӑшне ҫырнй ҫавракйшйн центрне туп
малла пулсан, многоугольник енёсен варринчен тӑратнӑ икё
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перпендикуляр, е кётессен икё биссектриси, е биссектрисӑпа пёр 
перпендикуляр пёр-пёринпе касӑлнӑ тёлти точкӑна тупсан ҫитет: 
вӑл точка вара центр пулать.

Д а т а  ҫакна та палӑртма ҫӑмӑл: тёрёс многоугольник енёсен 
варринчен тӑратнӑ перпендикулярсем, ҫавӑн пекех тата тёрёс 
многоугольникён пур кётесёсен биссектрисисем те унӑн симмет
ри тёнёлёсем пулса тӑраҫҫӗ.

217. Определенисем. Тёрёс многоугольник тавра тата ун 
ӑшне ҫырнӑ ҫавракӑшӑн пёрлехи центрне многоугольник центрё 
теҫҫӗ, ӑшне ҫырнӑ ҫавракӑшӑн радиусне унӑн апофеми теҫҫё.

Тёрёс многоугольникён пёр-пӗр енӗн вӗҫӗсем патне туртнӑ 
икӗ радиусра пулнӑ кётесе центрти кётес теҫҫё. Многоугольни
кён миҫе ен, центрти кётесё те унӑн ҫавӑн чухлӗ пулать; вёсем 
пурте пёртан, мёншён тесен вёсене виҫекен пёкёсем пёртан.

Центрти пур кётессен те сумми 4ӑ, е 360°, ҫавӑнпа вёсенчен 
кашни 4ӑ:п , е 360°: п пулать (я многоугольник миҫе енлине 
пёлтерет); сӑмахран, тёрёс шестиугольникён центрти кётесё 
360°:6 =  60° пулать, тёрёс восьмиугольникён 360°:8 =  45° пу
лать т. ыт. те.

я  енлё многоугольникён шалти пур кётесёсен те сумми (82 §) 
2ӑ(п  — 2) пулать, ҫавӑнпа я енлё тёрёс многоугольникён шалти 
кашни кётесё

2 ӑ (я — 2)     пулать.п
Сӑмахран, тёрёс восмиугольникён шалти кётесё

2 ӑ  (8 — 2) 12 ӑ 3 , 10КО х--— ӑ *= 135 пулать.
о  8 2

218. Т е о р е м а .  Пер ят лӑ  тӗрӗс многоугольниксем пёрь
евёрлё тата вёсен енёсен отношенийё радиусёсен е апофе- 
мисен отношенийё пек.

1) Пёр ятлӑ тёрёс многоугольниксем (АВСОЕР  тата
А & С & Е & )  пёрьевёрлине (223 черт.) кӑтартас тесен, вёсен кёте
сёсем пёртан тата енёсем пропорциллё пулнине палӑртсан ҫитет.

Многоугольник кётесёсем пёртан; мёншён тесен вёсенчен
180 (л — 2)

кашнинче градус числи пёртан, тӳрех каласан,   пулать
(п саспалли кашни много- 
угольникре миҫе ен пулни
не пёлтерет). АВ  =  ВС=  
=СО...т. ыт) А 1В1= В 1С1=  
= С ,0 , . . .  т. ыт.;ҫавӑнпа,

* -  вс_ =  ф
а 1в 1 в 1с 1 с 1о 1 “ ■
пулнй пӑхсах курӑнать. 
урӑхла каласан, ҫакӑн пек 
многоугольниксен енёсем 

. 223 черт. пропорциллё.
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2) О тата 0 1 (223 черт.) панӑ многоугольниксен центрёсем, 
ОА тата ОхАу вёсен радиусёсем, ОМ тата ОхМ { вёсен апофеми- 
сем пулччӑр. ОАВ тата треугольниксем — пёрьевёрлё
треугольниксем, мёншён тесен пёрин кётесёсем теприн тивӗҫлӗ 
кётесёсемпе пёртан.

Ку треугольниксен пёртанлӑхӗнчен ҫакй тухса тӑрать:
АВ ОА ОМ 

А ^  0 , А ~  0 ,М , '
С л е д с т в и .  Пёрьевёрлё многоугольниксен периметрёсен от

ношенийё вёсен килӗшӳллё енёсен отношенийё пек (172 §), ҫа- 
вйнпа пёр ят лй тёрёс многоугольниксен периметрёсен отноше
нийё вёсен радиусёсен е апофемисен отношенийё пек пулать.

219. З а д а ч а .  Ҫаврашка ӑшне ҫырнӑ 1) квадратйн, 2) тёрёс 
шестиугольникён, 3) тёрёс треугольникён енёсене шутласа 
кйлармалла.

224 черт. 225 черт. 226 черт.

п енлё тёрёс многоугольник енён тйршшёне ап саспаллипе, 
унӑн периметрне рп саспаллипе паллй тйвар.

Ҫаврашка йшне ҫырнӑ квадратйн, шестиугольникён тата тре
угольникён енёсем валли кирлё формулйсене 224, 225 тата 226 
чертежсене пйхса тухнй хыҫҫйн тума ҫймйл пулать.

1) 224 чертеж ҫинче икё пёрне-пёри перпендикулярлӑ диаметр 
АС  тата ВО  туртнй тата вёсен вёҫёсене хордйсемпе пёрлеш- 
тернӗ; ҫапла тунипе ҫаврашка йшне ҫырнй АВСО  квадрат пулса 
тйнй.

Тӳркётеслӗ АОВ  треугольникрен ҫакна тупатпйр:
АВ2 =  А О2 +  О В \=  2Я2,

ҫакйнтан шутласан,
а4 — 2 пулать.

220. 2) 225 чертеж ҫинче центрти 60°-лй кётесе тивӗҫлӗ хор
да (ҫаврашка йшне ҫырнй шестиугольникён енне) тунй. Танураллй 
АОВ треугольникён А тата В кётесёсенчен кашни кётесё 
(180° — 60°): 2 =  60° пулсан, АОВ  треугольник танкётеслё тре
угольник пулать, ҫавйнпах вйл тата тан аяклӑ треугольник те 
пулать; апла пулсан,
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АВ =  АО, урӑхла каласан, а6 =  /? пулать.
Ҫакӑнтан ҫавракӑша ултӑ пёртан пая уйӑрмалли мел тухса 

тӑрать.
221. 3) 226 чертеж ҫинчи ҫавракӑша пёртан ултӑ пая уйӑрнӑ, 

пайлакан точкисене пёрне сиктерсе хордйсемпе пёрлештернё; 
ҫапла тунипе ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ танаяклӑ АВС  треугольник 
пулса тӑрать. АО  хордӑна туртсан, тӳркӗтеслӗ АВО  треугольник 
пулса тӑрать (ВАО  кётес ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ кётес, вӑл кётес 
диаметр ҫине тӗкӗнсе тӑрать, ҫавӑнпа вӑл тӳрё кётес). АВО  тре- 
угольникрен ҫакна тупатпӑр:

АВ  =  У  ВО2—АО 2,
урӑхла каласан,

а 3 =  у"(2Я)*— я*,
апла пулсан вара,

аь =  Н У 3 пулать.
222. З а д а ч а .  Панй ҫавраш ка йшне тёрёс десят иугольник ҫы рм алла та 

ун й н  енне радиус тёлёшёнчен ш ут ласа кйларм алла.
Чи малтан тӗрӗс 10-угольникӗн пёр пит кирлӗ свойствине кйтартар. А В  

хорда (227 черт.) 10-угольникӗн енӗ пултйр. Ун чух вара А О В  кётес 36° пу
лать, А  тата В  кётессенчен кашни кётесё 1/г-шер (180° — 36°) пудать, урйхла 
каласан, кашни кётесё 72° пулать. А  кётесе А С  тӳрӗ линипе ҫурмаран уйӑрар. 
Ҫапла тунипе А  точкӑра пулса тӑнй кашни кётесё 36°-лӑ пулать; А СО  треуголь
никён икё пёртан кётес пур, ҫавйнпа вал танураллй треугольник пулать, урйхла 
каласан, А С  =  СО  пулать; А В С  треугольник те тануралла треугольник, мёншён 
тесен х !В  =  72°, АСВ  =  180° — 36° -  72° =  72°, ҫавёнпа АВ  =  А С  =  С О  п у 
лать. Треугольникён кётесён биссектрисин свойстви тӑрӑх (186 §) ҫапла ҫырма 
пулать;

А О : А В  =  О С : СВ. # (1)

А О  тата А В  вырйнне вёсемпе пёртан О В  тата ОС  татйксене лартсан, ҫакӑ 
пулса тйрать:

О В ; О С  =  О С ; СВ, (2)

227 черт. 228 черт.

урйхла каласан, О В  радиуса С точкӑра вйтам тата хёрринчи отношениллё туса 
пайланй (209 §), О С  тата унйн пысйкрах пайё пулать. О С  тёрёс Ю-угольникён 
енёпе пёртан; апла пулсан, ҫавракйш  йшне ҫырнй 10-угольникён енё вйтам  
тата хёрринчи отнош ениллё т уса пайланй радиусйн пы сйкрах пайёпе пёр
тан пулат ь.
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Халь ӗнтӗ задачам  шутлама ҫӑмӑл:
1) Ҫаврашка радиусне (сӑмахран, ОА, 228 черт.) вӑтам тата хёрринчи отно

шениллё туса уйӑраҫҫӗ; унтан, циркуль урисене радиусӑн пысӑкрах пайё тӑршшӗ 
чухлё сарса, ҫавракӑш тӑрӑх пёрин хыҫҫЗн теприне пёкёсем виҫе-виҫе хураҫҫӗ, 
уйӑракан точкисене йёркерен хордӑсемпе пӗрлештереҫҫӗ.

2) Ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ 10-угольник енӗн тӑршшӗне х  саспаллипе паллй 
туса, (2) пропорцие ҫӗнёрен ҫапла ҫырма пултаратпӑр:

Я \ х  —  х \ { Д  — х ) ,
ҫакӑнтан шутласан,

X3 +  К х  — Д 3 =  0.
Ҫак квадратлӑ уравнение шутласа кӑларнӑ хыҫҫӑн, ҫакна тупатпӑр:

х  =  а ы — К  Д  • 0 ,61803 ... .

223. А с М р х а т т а р н и с е м .  1) Панӑ ҫавракӑш ӑшне тёрёс пятиугольник 
ҫырас тесен ҫавракӑша (ҫӳлте кӑтартнӑ пек) 10 пёртан пая уйӑраҫҫӗ те уйӑра- 
кан точкисене, пӗрре сиктерсе, хордӑсемпе пӗрлештереҫҫӗ.

_1___ 1 — 5 3 2 =  1
'  6 10 30 "30 30 ~  15

пӗртанлӑхран ҫакӑ курӑнса тӑрать: ҫавракӑшӑн 1/б пайёнчен ]/ю пайне кӑларсан, 
унӑн 4/15 пайӗ юлать. Ҫак пӗртанлӑх ҫавракӑш ӑшне тӗрӗс 15-угольник ҫырма 
ҫймӑл мел туса парать, мёншён тесен эпир ҫавракӑша 5 тата 10 пёртан пая уйӑрма 
пёлетпёр.

3) Пилӗквӗҫлӗ ҫӑлтӑр тӑвас тесен (229 черт.), ҫавракӑша 10 пёртан пая 
уйӑраҫҫё те уйӑракан точкисенчен пёрремёш точкипе тӑваттӑмӗш точкине (чер
теж ҫянче кӑтартнй пек, виҫӗ точка сиктерсе) хордӑсемпе пӗрлеш тереҫҫё.

224. З а д а ч а .  Ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ тӗрӗс многоугольникён 
енёсен хисепне икё хут, ӳстермелле.

Ҫак кӗскетсе каланинче икё задача пур: 1) ҫавракӑш ӑшне 
ҫырнӑ тёрёс многоугольник тӑрӑх ҫав ҫавракӑш ӑшнех тепёр 
многоугольник в ы р н а ҫ т а р м а л л а ,  иккёмёш многоугольник 
енёсем пёрремёш многоугольникённинчен икё хут нумайтарах

230 черт.

пулмалла; 2) пёрремёш многоугольникён панӑ енё тӑрӑх тата 
ҫаврашкан панӑ радиусӗ тӑрӑх иккёмёш многоугольникён е н н е  
ш у т л а с а  к ӑ л а р м а л л а .

1) АВ  татӑк (230 черт.) ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ п енлё тёрёс 
многоугольник енё пултӑр. О точка ҫавракӑшӑн центрё пултйр. 
АВ  татӑкпа перпендикулярлӑ ОС татӑк (ОС_1_АВ) туртар та А 
точкйпа С точкйна пёрлештерер. АВ  пёкё С точкйра ҫурмаран 
уййрйлать; ҫавйнпа АС  хорда ҫавракйш йшне ҫырнй 2п енлё тёрёс 
многоугольник енё пулать.
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2) АСО треугольникре О кётес кирек хӑҫан та шёвёр кётес 
пулать (мёншён тесен АВС  пёкё кирек хӑҫан та ҫурҫавракӑшран 
пёчёкрех, ҫавӑнпа унӑн ҫурри, АС  пёкё, чёрӗк ҫавракӑшран пё
чёкрех); ҫапла вара (194 §)

АС2 =  ОА2+ О С 2 — 20С  • ОО,
урӑхла каласан,

а\п — №  +  /?2 — 2/? • О И  =  2Н2 — 2Н • ОО пулать. 
Тӳркӗтеслӗ АОО  треугольникён ОО катетне шутласа кӑларар:

0 0  =  У Ӑ О ^ А 0 2 =  У  — —

Ҫавӑнпа,

а\п =  2№ — 2 Я \ ^  Н2— пулать.

Ҫапла пулать ёнтё ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ тёрёс многоугольни
кён енёсене и к ё  х у т  ӳ с т е р м е л л и  ф о р м у л а  (ҫак формулӑ- 
ран многоугольникён а 2л енне квадрат кореньне тупассипе усӑ 
курса шутласа кӑларатпӑр).

Т ӗ с л ё х .  Ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ 12-угольникён енне шутласа 
кӑларар, шутлама ҫӑмӑл пултӑр тесе Я. — \ тӑвар (ҫавӑнпа а 6= 1  
пулать.

=  2 - 2 / 1  - ф  =  2 - 2 / - ^ = 2 - / 3 .

■ҫакӑнтан шутласан,

а12 =  у Г2 — ] / 3  = 0 ,5 1 7  пулать.

Тёрёс пёр ятлӑ многоугольниксен енёсем вёсен радиусёсемпе 
пропорциллё (218 §), ҫавӑнпа радиус единицӑпа танмар пулсан, 
урӑх число пулсан, 12-угольник енё валли ҫапла формула ту- 
патпӑр:

а12 =  д } ^ 2 — УЪ = / ?  • 0 ,5 1 7 .. . .
225. Циркульпе тата линейкӑпа ҫавракӑша миҫе пёртан пая 

уйӑрма пулать? Малти задачӑсенче кӑтартнӑ мелсемпе усӑ курса 
циркульпе тата линейкӑпа ҫавракӑша малалли таблицӑра кӑтартнӑ 
число чухлё пёртан пайсене уйӑрма (апла пулсан, ҫавракӑш ӑшне 
те ҫавӑн чухлех енлё тёрёс многоугольник ҫырма) пултаратпӑр 
эпир:

3 3 - 2  3 • 2 • 2 . . .  пӗтӗмлетсен 3 • 2"
4 4 - 2  4 • 2 • 2 . . .  „ 2”
5 5 - 2  5 • 2 • 2 . . .  „ 5 - 2 ”

15 1 5 - 2  1 5 - 2 - 2 . . .  „ 3 - 5 - 2 " .
Германи математике Гаусс (1855 ҫ. вилнӗскер) ҫак тёрёссине 

кӑтартса панӑ: циркульпе тата линейкӑпа ҫавракӑша 2~п-\-1
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формулӑра кйтартнй ахаль число чухлӗ пёртан пая уйӑрма 
пулать.

Сӑмахран, ҫавракӑша 17 пёртан пая тата 257 пёртан пая уййр- 
ма пулать, мёншён тесен 17 тата 257 числосем 22"- |-  1 (17 =  222 +  
+  1); 257 =  223 —|— 1) йышши ахаль числосем пулаҫҫӗ. Гаусс до- 
казательстви элементарнйй математика картинчен тухать.

Тата ҫак тёрёссине те кйтартнй: линейкӑпа тата циркульпе 
ҫавракйша составной число чухлё пёртан пая уйӑрма пулать; ҫав 
составной числора, 22” -[-1 йышши хутлаканнисӗр пуҫне тата 
кирек те мёнле степеньри 2-сӗр пуҫне, урӑхла нимёнле ахаль 
хутлаканни те ҫук. Сӑмахран, ҫавракйш ӑшне циркульпе тата 
линейкӑпа тёрёс 170-угольник [170 — 2 • 5 • 17 =  2 (22 1) (2а3 -[- 1)]
ҫырма пулать.

Ҫавракйша ытти кирек мёнле число чухлё пёртан пайсене 
ҫывӑхартса кӑна пайлама пулать. Сймахран, ҫавракйша 7 пёртан 
пая пайламалла (е ҫавракйш йшне тёрёс семиугольник ҫырмалла) 
пултйр. Ун чух чи малтан центрти кётесён пысйкйшне шутласа 

360° 3°кйларар; вйл —у—= 5 1 —  пулать. Эпир шйпах ҫакйн пек кётес

тума пултараймастпйр, ҫапах та транспортирпа ҫывйхартса центр- 
та 5Г-лй кётес тума пултаратпйр, ун чух вара ҫавракйшйн ҫы- 
вйхартса шутланй У7 пайё пулса тйрать.

У П РАЖ Н ЕН И СЕМ .
1. Ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ тёрёс 24-угольникён енё валли формула тумалла.
2. ҪавракЯш ӑшне ҫырнӑ тёрёс восьмиугольник тата 16-угольник енёсем  

валли формула тумалла.
3. Ҫавракӑш тавра ҫырнЯ треугольник тата шестиугольник енёсем валли 

формула тумалла.
4. А В , В С  тата СО татйксем О центрлЯ тёрёс многоугольникён йёркерен 

тйракан виҫӗ енё пулччйр. Ҫак многоугольникён А В  тата С О  енёсене, пёр пё- 
ринпе Е  точкЯра касЯлччӑр тесе, малалла тЯссан, О АЕ С  четырехугольник Яшне 
ҫавракйш ҫырма пулать.

5. Ҫак тёрёссине кЯтартмалла: 1) ҫавракЯш Яшне ҫырнӑ танаяклЯ кирек 
хйш многоугольник те—тёрёс многоугольник; 2) ҫавракЯш тавра ҫырнӑ танкё- 
теслё кирек хЯш многоугольник те—тёрёс многоугольник.

6. Ҫак тёрёссине кЯтартмалла: 1) кашни п енлё тёрёс многоугольникён сим
метри тёнёлё п чухлё пулать, ҫак симметри тёнёлёсем пурте унЯн центрё урлЯ 
иртеҫҫӗ; 2) енёсем мЯшЯрлЯ многоугольникён центрё унЯн симметри центрё 
пулать.

7. Ҫак тёрёссине кЯтартмалла: тёрёс пятиугольникён пёр тйрринчен тухман 
икё диагоналё, пёр-пёринпе касйлса, вЯтам тата хёрринчи отношениллё пулса 
уйӑрӑлаҫҫӗ.

К Я т а р т у .  А В С О Е  тёрёс пятиугольник, АС  тата В Е  унйн диагоналёсем, 
Р  вёсен касалнЯ тёлти точки, Д  ЛВС оо Д /Ш .Р  пулать т. ыт. те.

8. Панй енё ҫинче: 1) тёрёс восьмиугольник, 2) тёрёс 10-угольник тумалла.
9. ПанЯ квадратЯн кётесёсене касса тёрёс восьмиугольник тумалла.
10. Панй квадрат Яшне тан енлё треугольник ҫырмалла, унйн пёр тйррине е 

квадрат тйрри йшне кёртсе лартмалла, еунЯн пёр-пёр енё варри ҫине лартмалла.
11. Пёр тан енлё треугольник йшне тепёр тан енлё треугольник ҫырмалла, 

иккёмёш треугольник енёсем панй треугольник енёсемпе перпендикулярлЯ пул
малла.

12. 18°-лЯ, 30°-лЯ, 75°-лй, 72°-лЯ кётессем тумалла.
13. ҪавракЯш тавра темёнле тёрёс многоугольник ҫырнй. Ҫав многоугольникпе 

усЯ курса, ҫавракйш Яшне ун тавра ҫырнй многоугольникён енёсенчен икё хут  
ытла енлё тёрёс многоугольник ҫырмалла.
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ҪАВРАКӐШ ТАТА УН ПАЙӖСЕН ТӐРШШӖНЕ ШУТЛАСА
КӐЛАРАССИ.

226. Малтан каласа ӑнлантарни. Пёр тӳрӗ лини татӑкне виҫе 
единици вырӑнне йышӑнаҫҫё те ытти тӳрё лини татӑкёсене ҫа- 
вӑнпа танлаштараҫҫё, мёншён тесен пёр тӳрӗ лини ҫине тепёр 
тӳрё лини хурсан, вёсем пёр-пёрин ҫине вырнаҫаҫҫӗ. Чӑнах та, 
ҫакӑн пирки кӑна мёнле тӳрӗ лини татӑкёсем пӗр-пӗринпе пӗртан- 
нипе танмаррине пӗлме пулать; мӗн вӑл тӳрё лини татӑкёсен 
сумми; мӗнле татӑк тепӗр татӑкран 2, 3 ,4 , . . .  хут пысӑкрах т. ыт.те. 
Ҫавӑн пекех тата пёр пек радиуслӑ ҫавракӑшсен пёккисене тан- 
лаштарма пулать, мёншён тесен ун пек пёкёсене пёрле теприн 
ҫине хурсан, вёсем пёр-пёрин ҫине вырнаҫаҫҫӗ. Ҫавракӑшӑн (е 
тепёр кукӑр линин) нимёнле пайё те тӳрё лини ҫине вырнаҫма 
пултараймасть, ҫавӑнпа пёр-пёрин ҫине хунипе мёнле кукӑр лини 
татӑкё панӑ тӳрӗ лини татӑкӗпе пёртан пулнине пӗлме ҫук, ҫавӑн- 
пах тата мёнле кукӑр лини панӑ тӳрӗ лини татӑкӗнчен 2, 3, 4 , . . .  
хут пысӑкраххине те пӗлме ҫук. Ҫапла ӗнтӗ ҫавракӑш (е унӑн 
пайё) тӑршшӗне тӳрӗ лини татӑкӗпе танлаштарнӑ чух, ҫ а в р а -  
к ӑ ш  (е унӑн пайӗ) т ӑ р ш ш ё  тесе мёне калани ҫинчен хӑйне 
уйрӑм пӗлтерме кирлӗ пулать.

Ҫавӑнпа пирӗн пӗтӗм математикӑра ытла та пысӑк вырӑн 
йышӑнса тӑракан ҫӗнӗ ӑнланӑва, тӳрех каласан, п р е д е л  ӑ н л а -  
н ӑ в н е  ҫак кӗнекене кёртмелле пулать.

Числоллӑ последовательноҫӗн пределе.

227. Алгебрӑпа геометрии нумай ыйтӑвёсенче паллӑ закон 
тӑрӑх пёрин хыҫҫӑн тепринпе ҫырнӑ числосен последователь- 
ноҫне тёл пулма тивет. Сӑмахран, числосен натуральнӑй ӗречӗ:

1, 2, 3, 4, 5 , . . .  ,

вӗҫёмсёр тӑснӑ арифметикӑлла тата геометрилле прогрессисем: 
й, и —)— ӑ, а —(- 2а ,̂ <х —)— Зӑ, . . .  , 

а, од, а^3.. .

числосен вӗҫёмсӗр последовательноҫӗсем е вӗҫӗмсӗр числоллӑ 
последовательноҫсем пулаҫҫӗ.

Ҫакӑн пек кашни последовательность валли унӑн членӗсене 
тумалли правило кӑтартса пама пулать. Сӑмахран, арифметикӑлла 
прогрессии кашни членё малти членӗнчен пёр число пысӑкӑшё 
чухлё уйрӑм тӑрать, геометрилле прогрессии кашни членё пёр- 
пёр паллӑ число (прогрессии знаменателӗ) ҫине ӳстернӗ малти 
членёпе пёртан пулать. Последовательноҫсене ^умайӑшне слож- 
нӑйрах правилӑсемпе тунӑ. Ҫакна, сӑмахран, У 2 числона ҫите-

лӗксёрлёхпе шутласан, малтан -щ- таран тёрёслёхпе, унтан 

таран тёрёслёхпе, унтан тата таран тёрёслёхпе шутласан,
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ҫапла пӗр вӗҫӗмсӗр малалла шутласа кайсан, вӗҫӗмсӗр числоллӑ 
последовательность пулса тӑрать:

1,4; 1,41; 1,414; 1,4142,...

Ҫакӑн пек шутлани У 2 числона тёрӗслӗхӗн ӳссе пыракан 
степенӗпе ҫывӑхартнӑ пёлтерёшлӗ тйвать.

Ҫак последовательность валли унйн малта тӑракан членӗсене 
пӗлсе, тата малалли ҫӗнӗ членёсене тупмалли ҫӑмӑл правила кй
тартса пама ҫук, ҫапах та ҫак последовательноҫӗн кирек хйш 
членне те шутласа тупма пулать. Сймахран, унйн 4-мёш членне 
тупас тесен, У  2 числона 0,0001 таран тёрёслёхпе шутламалла; 
5-мёш членне тупас тесен, У 2 числона 0,00001 таран тёрёслёхпе 
шутламалла т. ыт. те.

Панй вӗҫёмсӗр последовательноҫён членёсем аи а 2, а 3,..., а„... 
пулччйр; номерӗсем ӳссе пынйҫемён последовательность членё- 
сем пёр-пёр А число патне вӗҫӗмсёр ҫывйхараҫҫё. Ку акй ҫакна 
пёлтерет: пёр-пёр А число пур, кирек мёнле пёчёк положитель- 
нйй <7 число илсен те, панй последовательноҫре ҫакйн пек член 
тупма пулать: вйл члентан малта тйракан пур членсем те хӑйсен 
абсолютнйй пысйкйшё тёлёшёнчен А числоран уйрйм тйраҫҫӗ, вйл 
уйрймлйх <7 числоран пёчёкрех. Ку свойство ҫинчен кёскен ҫапла 
калар: ап — А разноҫён абсолютнйй пысйкйшё п номерё ӳссе пынй- 
ҫемӗн вӗҫёмсӗр пёчёкленет.

Ҫакйн пек чух А числона панй числосен вӗҫӗмсӗр последо- 
вательноҫён пределе теҫҫё. Ҫакйн пек последовательность валли 
тёслёх илер. Вуншарлй ваксен п оследо в ател ьн о е  тйвар:

0,9; 0,99; 0,999... -
Кунта кашни член малти член ҫумне ҫӗнӗ вуншарлй палй 

9 хушса ҫырнипе пулать.
Ҫак последовательноҫён членёсем единица патне вӗҫӗмсӗр ҫы- 

вӑхарса пыраҫҫӗ, йна астума йывйрах мар.
Тӳрех каласан, последовательноҫӗн пёрремёш членё единицӑран

^  чухлё, иккёмёш членё ^  чухлӗ, виҫҫӗмёш членё чух

лё сахалтарах, ҫак последовательноҫе кирлӗ таран малалла тйссан, 
унйн ҫакйн пек членне тупма пулать: вйл члентан малта тйракан 
пур членсем те хййсен абсолютнйй пысйкйшё тёлёшёнчен едини- 
цйран уйрӑм тйраҫҫӗ, вйл уйрӑмлйх малтанах илсе хунй пысйкйш- 
ран кирек те мён чухлё таран та пёчёккё пулма пултарать. 
Ҫавйнпа эпир ҫапла калама пултаратпйр: числосен эпир илнё 
вёҫӗмсёр последовательноҫён пределе единица пулать. Вйрймйш 
единиципе (150 §) виҫме май ҫук татйк тйршшён ҫителӗксӗрлӗхпе

1 1 
шутласа ҫывйхартнй, малтан ^  таран тёрёслёхпе, унтан щ

таран тёрёслёхпе, унтан тата . . .  таран тёрёслёхпе шутласа

ҫывйхартнй пёлтерӗшёсен последовательноҫӗ числосен пределлй 
последовательноҫӗ валли тепёр тёслёх пулса тйрать.
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Панӑ татӑкӑн тйршшёне виҫмелли тӗрӗс виҫе пулакан вӗҫӗм- 
сӗр вуншарлӑ вак ҫак последовательноҫӗн пределӗ пулса тӑрать. 
Чӑнах та, вӗҫӗмсӗр вуншарлӑ вакӑн пысйкйшё унӑн ҫывйхартнй 
икӗ пёлтерӗшӗ хушшинче тӑрать, вӑл пӗлтерӗшсене пёр пек тё- 
рёслӗхпе шутласа кӑларнй—пӗрне ҫителёксӗр илсе, теприне ыт
лашши илсе шутланӑ.

Ҫывӑхартнӑ пӗлтерӗшсен тёрӗслёх степенӗ пысйкланнйҫемӗн 
ҫак разность вёҫӗмсёр пӗчӗкленсе пынине эпир малта кӑтарт- 
нйччӗ. Ҫавӑнпа вӗҫёмсёр вуншарлӑ вакӑн ҫывӑхартнӑ пёлтерё- 
шёсен тӗрёслёх степенӗ пысӑкланнӑҫемӗн ҫак вуншарлӑ вакпа 
унӑн ҫывйхартнй пӗлтерӗшёсен разноҫӗ те вёҫёмсёр чакса пыма 
тивӗҫ. Апла пулсан, вӗҫӗмсёр вуншарлӑ вак унӑн ҫителӗксӗр 
(е ытлашши) илсе ҫывӑхартнӑ пур пёлтерӗшӗсен те последова- 
тельноҫён пределё нулса тӑрать.

Ҫакна асӑрхама йывӑрах мар: хӑшпӗр вӗҫёмсӗр последователь- 
ноҫӗн пределё пулмасть; сӑмахран, числосен натуральнӑй ӗречӗн

1, 2, 3, 4, 5 , . . . ,

нимёнле предел та ҫук пулмалла, мёншён тесен унйн членёсем, 
вӗҫёмсёр ӳссе пырса, нимёнле число патне те ҫывӑхармаҫҫӗ.

28. Т е о р е м а .  Числосен кирек хаш  вӗҫӗмсӗр последова- 
т ельноҫӗн т е пёр предел кӑна пулм а  пулт арат ь.

Ҫак теорема тёрёссине хирӗҫле доказательствӑран курма пул- 
таратпӑр. Чӑнах та,

#1, а 2, а з , . . . ,  . . .  ■

панӑ последовательноҫӗн и к ё  т ё р л ё  А тата В предел пултйр. 
Ун чух вара, панй последовательноҫӗн пределё А пулнипе, ап—А  
разноҫӗн абсолютлй пысӑкӑшӗ п ӳссе пынӑҫемӗн вӗҫӗмсӗр чакса 
пыма тивёҫ. Панй последовательноҫён пределё В те пулнипе 
ап — В разноҫӗн абсолютлй пысйкйшё те п ӳссе пынйҫемӗн вӗҫём- 
сёр чакса пыма тивёҫ. Апла пулсан,

(а„ — А) — (ап — В)
разноҫӗн абсолютлй пысйкйшё те е вӗҫӗмсӗр чакса пыма, е нуль- 
пе пёртан пулма тивӗҫ. Ҫак хыҫри разность В — А  числосен 
разноҫёпе пёртан, ҫавйнпа вара нуль пек мар пёр-пёр пит паллй 
число пур пулать. Вйл число п номерёпе ҫыхӑнмасть, п ӳссе 
пынй чух вйл пӗртте улӑшйнаймасть. Ҫапла вара числоллй по- 
следовательноҫён икё предел пур тени хирёҫлёх патне илсе 
ҫитерчё.

229. Ӳссе пыракан числосен вӗҫӗмсӗр последовательноҫӗн 
пределё. Ҫакйн пек последовательность пйхса тухар: аи а2, а3,..., 
ап,-..., кунта кашни малти член хйй умёнчи малалли члентан 
пысйкрах, урйхла каласан, ап-{-\^>ап ҫав вйхйтрах тата последо- 
вательноҫён пур членёсем те пёр-пёр паллй М  числоран пёчёк
рех, урйхла каласан, кирек хйш номер та п ап<СМ.

Ун пек чух последовательноҫӗн паллӑ  пределё пур пулать 
(Вейерштрасс теореми).
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230. Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вӗҫӗмсёр числоллӑ последовательность панӑ 
пултйр:

С11» З̂, . . » |
кунта кашни член хййёнчен малта тйракан члентан пысйкрах е унпа пӗртан 
(а п + -[^ а п ) тата последовательность членӗсен хушшинче панй М  числоран пы
сйкрах член ҫук, сӑмахран, 10-ран пысӑк член ҫук. 9 илер те пӑхар: последова
тельность (1) членӗсен хушшинче 9-тан пысӑкрах член пур-и е ҫук-и? Ун пек 
членсем ҫук тейӗпёр. 8 илер те пйхар: последовательность (1) членӗсен хуш 
шинче 8-тан пысӑкрах числосем пур-и е ҫук-и? Ун пек числосем пур тейӗпӗр.. 
Ун чух вара 8 ҫырса хуратпйр, унтан 8-па 9 хушшине 10 пая уйӑратпйр та ҫак 
числосене 8,1; 8,2; 8,3; . . .  йёркерен тӗпчесе сйнар, урйхла каласан, последо
вательность членёсен хушшинче 8,1 числоран пысйкрах член пуррипе ҫуккине 
пйхар. Пур пулсан, 8,2 число тёлёшёнчен те ҫак ыйтӑвах лартатпӑр т. ыт. те. (1) 
последовательноҫре 8,6 числоран пысйкрах число пур пултйр, 8,7 числоран 
пысйкки ҫук пултйр. Ун чух вара иккёмёш хут ҫапла ҫырса хуратпӑр: ҫыратпӑр 
8,6 число, 8,6-пе 8,7 хушшине 10 пая уййратпӑр та ҫак числосене: 8,61; 8,62; 
8 ,6 3 ; ... ҫаплах йёркерен тӗпчесе сӑнатпӑр. (1) последовательноҫре 8,64 чис
лоран пысйкрах число пур пултйр, 8,65 числоран пысйкки ҫук пултйр. Ун чух 
вара виҫҫӗмӗш хут ҫапла ҫырса хуратпйр: 8,64 число ҫыратпйр та 8,64-пе 8,65 
хушшине малта кйтартнй пекех уййратпйр. Ҫапла малалла вӗҫӗмсӗр туса кайсан,. 
эпир вӗҫӗмсӗр десятичнйй вак патне ҫитсе гухатпйр: 8 , 6 4 . . . ,  урйхла каласан, 
пёр-пёр чйн-чйн число патне ҫитсе тухатпӑр. Эпир йна а саспаллипе паллй тйвар 
та унйн ҫителӗксӗр тата ытлашши туса ҫывйхартнй вуншарлй палйллй пёлтерё- 
шёсене илер. Пёрне «л саспаллисемпе, теприне саспаллисемпе паллй тйвар. 
Ун чух вара, малта каланй пек (150 §),

а„ <  а <  а!п тэта а 'п —  ап =  пулаҫҫӗ.

Чйн-чйн число а тунинчен ҫакӑ тухса тйрать: последовательность (1) членёсен, 
хушшинче а'ч члентан пысйкраххисем ҫук, &п члентан пысйкраххисем пур. Ҫакйн 
пек числосенчен пёри «£ пултйр:

“л <  Ч  <С
Последовательность (1) ӳссе пынй пирки тата унтан а ’п члентан пысйкраххисем 
ҫук пирки, ҫакйн пек заключени тйватпйр: последовательноҫӗн малалли ытти. 
пур членёсем те а &-И, тата а£ 4-з, . . .  ҫаплах тата <*'п членсён хушшинче тй- 
раҫҫӗ; урйхла каласан,т ^ > к  пулсан, < С < С а, л пулать.

Чйн-чйн число а та тата &'л числосен хушшинче тйрать, ҫавйнпа &т —- к 
рэзноҫӗн абсолютлй пысйкйшё тата числосен разноҫёнчен пёчёкрех. Анчах

п = “ , ҫавйнпа,

I а п. — а I <  пулать. (2)

Ҫапла вара л-йн кирек хйш пёлтерёшё валли те ҫакӑн пек число кйтартма пу
лать: т ^ > к  выражени пур чух танмарлйх (2) пур пулать. п вӗҫӗмсӗр ӳссе пынй

чух —— вак вӗҫӗмсӗр чакса пырать, ҫавӑнпа танмарлйхран (2) ҫакй тухса тйрать::

чйн-чйн число а последовательноҫӗн (1) пределё пулать. Ҫапла вара, числоллй 
последовательноҫӗн ( 1) паллй пределё пур пулать.

231. Улӑшӑнакан пысӑкӑшӑн пределё.
^ 1* ^ 2» 3̂* • • • » @П} . . . .

последовательность панӑ пулсан, унӑн я-мёш членне (а„)улӑшӑна- 
кан пысӑкӑш теме пулать; улӑшӑнакан пысӑкӑшӑн числоллӑ пӗлте- 
рӗшӗ унӑн п номерёпе ҫыхӑнса тӑрать. „Улӑшӑнакан пысӑкӑш“ 
текен сӑмах ҫаврӑнӑшне калаҫӑва ҫӑмӑллатасшӑн калаҫҫӗ. Ҫапла 
вара, „числосен вёҫёмсӗр последовательноҫне а{, аг, а3, . . . , а п, —  
панӑ“ тесе калас вырӑнне „йёркерен пыракан пёлтерёшсен ёретне
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аи а2, а 3, . . .  йышӑнакан угпйлйнуллй пысӑкӑшне панӑ“ теҫҫӗ. 
Ҫак 'сймах ҫаврйнйшёпе усй курас тесен, последовательность 
пределё ҫинчен мар, улӑшӑнакан пысӑкӑш пределё ҫинчен кала- 
малла пулать.

Апла пулсан, 228 §-ра тёрӗслӗхне кӑтартнӑ предложение ҫапла 
формӑпа калама пулать: „Кирек хӑш улӑшӑнакан пысӑкӑшӑн та 
пёр предел кӑна пулма пултарать*. Ҫак предложение час-час 
ҫапла калаҫҫё: „Икё улӑшӑнакан ап тата Ъ„ пысӑкӑш панӑ пулсан, 
вёсенчен пёрин пур пёлтерёшёсем те теприн тивёҫлӗ пёлтерё- 
шёсемпе пёртан: а1 =  Ь1, а2 =  Ьг, ап =  Ьп, . . .  пулсан, вара пёр 
пысӑкӑшӗн пределё, паллах, вӑл пур пулсан, теприн пределёпе 
пёртан пулать“ е ҫакна кёскен: „Икё улӑшӑнакан пысӑкӑш пёр
тан пулсан, вёсен пределёсем те пёртан пулаҫҫё“, теҫҫӗ.

Ӳссе пыракан числоллй последовательноҫӗн пределё ҫинчен 
пёлтерекен предложение (229 §) акй ҫапла калама пулать: ул- 
шӑнакан ап пысӑкӑшӑн, п номере ӳссе пырать пулсан, ҫавӑнпа 
ап пысӑкӑм хӑй те уссе пырать пулсан , тата ҫав вӑхӑтрах 
вӑл пӗр-пӗр улӑшӑнми числоран пёчёкрех пулсан, вара ҫак 
улӑшӑнакан пысӑкӑшӑн пределё пур пулать.

Ҫ а в р а к ӑ ш  т ӑ р ш ш ӗ .
Предел ҫинчен ӑнлантарни ҫавракӑш тӑршшӗ тесе мёне кала- 

нине тёрёс пӗлмелли май туса парать. Чи малтан ҫак леммӑсем 
тёрёссине кӑтартар.

232. 1-м ё ш  л е м м а .  М ӑкӑр хуҫка ла н чӑ к  ли н и  (АВСО, 
231 черт.) хӑйне  ҫавӑрса илекен  ыт т и кирек хӑш  хуҫка- 
ла н ч ӑ к  линирен  т е (АЕЕСО) пёчёкрех.

„Ҫавйрса илекен хуҫкаланчӑк лини“, „ҫавйрса илённё хуҫка- 
ланчӑк лини“ тени акӑ ҫакна пёлтерет. Икё хуҫкаланчйк линин

(чертеж ҫинче кӑтартнӑ пеккисем) вё- 
ҫӗсем пёр ҫёрте (А  тата Э) пулччйр 
тата вёсенчен пёр хуҫкаланчӑк ли- 
нийё (АВСО) тепёр хуҫкаланчӑк ли
нирен тата унӑн А-па £) вӗҫӗсене пёр
лештерекен АО  татӑкран пулнӑ много
угольник йшёнче выртать пултӑр; 
ун чух вара тулашёнчи хуҫкаланчйк 
линие—ҫ а в ӑ р с а  илекен  х у ҫ к а л а н ч ӑ к  

черт' лини, теҫҫӗ, варринчи хуҫӑк линие—
ҫ а в ӑ р с а  и лён нё  х у ҫ к а л а н ч ӑ к  лини, теҫҫӗ.

Ҫак тёрёссине кйтартмалла пулать: ҫавӑрса илённё АВСО  
хуҫкаланчйк лини (мйкйр пулсан) кирек хйш ҫавйрса илекен 
АЕРСО линирен те (мӑкӑр-и е мйкӑр мар-и — пур-пёрех) кёске- 
рех, урйхла каласан,

А В - \ - В С + С О < А Е  +  ЕР +  Е О + С Ю .

Мйкйр линин енёсене чертеж ҫинче кйтартнй пек малалла 
тӑсар. Ун чух вара эпир, тӳрё лини татйкё унйн вёҫёсемпе пёр- 
лешсе тйракан кирек хйш хуҫкаланчйк линирен те кёскерех те- 
нине асра тытса, ҫакйн пек танмарлйхсем^ҫырма пултаратпйр:
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АВ +  В Н < А Е  +  ЕН\
ВС +  С К <  В Н + Я Р +  ЕО +  0К\

с и < : с к + к о .
Ҫак танмарлӑхсене пурне те членӑн-членӑн хушар, унтан хуш- 

нӑ хыҫҫӑн пулнӑ танмарлӑхӑн икё пайёнчен те пулӑшу татӑкӗсене 
ВН  тата СК кӑларар; малалла, ЕН -\-Н Е  сумма вырйнне ЕЕ та- 
тӑк тата СК-\-КО  сумма вырӑнне ОО татӑка ҫырса хуратпӑр 
та, пире кирлӗ танмарлӑх пулса тӑрать.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Ҫавӑрса илённё лини мӑкӑр пулман пулсан 
(232 черт.), малта кӑтартнӑ доказательствӑпа усӑ курма юраман 
пулёччё. Ун пек чух вара ҫавӑр-
са илӗннӗ хуҫкаланчӑк лини ҫа- О

233. 2 - мё ш л е м м а .  М ӑкӑр м ногоугольникён  (АВСО) пе
римет ре хӑйне  ҫавӑрса илекен  ытти кирек  хӑш  м ногоу
гольникён  МЫРҪ)РТ перимет рёнчен те (233 черт.) кёскерех. 

Ҫак тёрёссине кйтартмалла:
АВ -\ -В С -\ -СО  +  О А < и А  +  М Ы + Ы Р + Р (}  +  (1К+К1.
Мӑкӑр многоугольникён пёр-пёр аякне АО  икё еннелле 

тӑсар та А тата О  точкӑсене пёрлештерекен АВСО  тата 
АТМЫРС1Р80 хуҫӑк линисем тёлёшёнчен 232-мёш параграфри 
леммӑпа усй курар; ун чух вара ҫакӑн пек танмарлӑх пулать:
а в + в с + с о <:а т -\- т м + м ы -\-ы р -\-р <э +<ж -\-р 8 + з о .

Тепёр енчен, 8 Т  татӑк 8ЬТ  хуҫӑк линирен кёскерех, ҫавӑнпа 
ҫапла ҫырма пултаратпӑр:

Ҫак икӗ танмарлӑха членӑн-членӑн хушар тата унӑн икё пайён
чен те пулӑшакан А Т  тата 0 8  татӑксене кӑларар; малалла 
ТЬ +  ТМ  сумма вырӑнне ТМ  татӑк тата сумма вырӑнне
1Р  татӑк ҫырса хуратпӑр, вӑл вара лемма тёрёссине кӑтартни 
пулать.

234. Ҫавракӑш тӑршшӗн определенийӗ. Панӑ ҫавракӑш ӑшне 
(234 черт.) тёрёс многоугольник, сӑмахран, шестиугольник ҫырар 
та, пёр-пёр МЫ тӳрӗ лини ҫине (235 черт.) шестиугольник пе- 
римегрё тӑршшӗ ОРх татӑк (чертеж ҫинче ҫак периметра вырӑн

вӑрса илекен линирен вӑрӑмрах 
та пулма пултарать.

5 к
233 черт.232 черт.

ТА +  АО  +  0 8  <  Т8 -ф-18.
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сахал пирки пӗчёклетсе ӳкернӗ) виҫсе хурар. Халь ёнтё ҫавракӑш 
ӑшне ҫырнӑ шестиугольникён енёсен хисепне икё хут ӳстерер, 
урӑхла каласан, шестиугольник вырӑнне ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ 
тёрёс 12-угольник илер. Ҫаплах унӑн периметрне те тупар, ун
тан ӑна ҫав МЫ тӳрӗ лини ҫинех ҫав О точкӑранах пуҫласа виҫсе 
хурар; ун чух вара ОР2 татӑк пулса тӑтӑр, вӑл ОРх татӑкран

пысӑкрах пулма тивӗҫ, мёншён тесен 
халь ёнтё эпир шестиугольникён кашни 
енё вырйнне (12-угольникён икё енёнчен 
тӑракан) хуҫӑк лини илетпӗр, вӑл хуҫӑк 
лини тӳрё линирен вӑрӑмрах пулать. 
Ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ 12-угольникӗн 
енёсен хисепне каллех икё хут ӳстерер, 
урӑхла каласан, халь тёрёс 24-угольник 
илетпёр (ӑна чертеж ҫинче кӑтартман); 
унӑн периметрне тупар та, ҫав О точкӑ- 

234 че т ранах тытӑнса, МЫ ҫине виҫсе хурар;
черт' ун чух вара ОР3 татӑк пулса тӑрать;

ОР2 татӑк ОРх татӑкран мён пирки пысйкрах, ОР3 татӑк та ОРг 
татӑкран ҫавӑн пиркиех пысӑкрах пулать. Многоугольниксен 
енёсен хисепне ҫапла икё хут ӳстерес ёҫ тата унӑн периметрне 
тӳрё лини ҫине виҫсе хурас ёҫ пёрмаях малалла пулса пырсан, 
ун чух вара ОРх, ОР2, ОР3 периметрсен вёҫёмсӗр последова- 
тельноҫё пулса тӑрать; ку последовательность ӳссе пыракан 
последовательность пулать. Анчах вӑл ӳсни вёҫӗмсёр пулма 
пултараймасть, мёншён тесен ҫавракйш ӑшне ҫырнӑ кирек хӑш 
(мӑкӑр) многоугольникён те енёсем кирек мён чухлё пулсан та, 
ун периметрё ҫавракӑш тавра ҫырнӑ кирек хӑш многоугольникён 
ҫавракӑш йшне ҫырнӑ (многоугольнике ҫавӑрса илекенскерӗн) 
периметрёнчен те яланах пёчёкрех пулать. Ҫавӑнпа ҫавракйш 
ӑшне ҫырнӑ тёрёс многоугольниксен периметрёсен последова- 
тельноҫӗн паллӑ пределё пур(229§). Ҫак предел ҫавракӑш тйрш- 
шё пулать. Ҫапла ёнтё, акӑ ҫакӑн пек о п р е д е л е н и  йы- 
шӑнатпӑр: ҫавракӑиг ӑшне ҫырнӑ многоугольник енёсен хисепне 
вӗҫӗмсӗр иккӗлетнӗ чух унӑн улш ӑнакан периметрё туртӑ- 
накан (ҫывӑхаракан) предела ҫавракӑш тӑршшӗ тесе ӑышӑнаҫҫӗ.

М 1-------------------------------  1-1---Н -о ------N
О Р, Р, Р>

235 черт.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Ҫак тӗрӗссине кӑтартма пулать: ку предел многоуголь
ник енйсене иккӗлетессине мйнле многоугольникрен тапратнинчен килмест. К у  
тёр ёсси не кӑна мар, тата акӑ ҫакӑ тёр ёсси н е те кӑтартма пулать. Ҫавракӑш  
ӑш не ҫырнӑ многоугольниксем тӗрёс м ногоугольниксем  пулмасан та, пур-пӗрех  
вёсен  периметрӗсем  те тйрӗс м ногоугольниксен перим етрёсем  туртӑнакан предел  
патнех туртӑнаҫҫӗ, анчах вёсен енёсем  вёҫӗм сӗр пёчӗкленсе пымалла (ҫав вӑ- 
хӑтра вёсен енёсен  ш учӗ вӗҫӗм сёр  ӳ ссе  пымалла); многоугольник енёсене, тёр ёс  
м ногоугольник ен ёсен е  иккёлетсе пёчёклетнё пек, е  тата пёр-пёр у р ӑ х  закон  
тӑрӑх пӗчӗклетмелле (ку доказательствӑна эпир сиктерсе хӑваратпӑр).

Ҫапла ёнтё кашни ҫавракЗш ӑн пёртен-пёр предел кӑна пур; ҫавракЗш Зш не
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ҫырнӑ мӑкӑр многоугольникён енӗсене вёҫӗм сӗр пӗчёклетнё чух, унЗн перим етрё  
ҫав предел патне туртӑнать; ҫак предела ҫавракӑш тӑрш ш ӗ тесе ш утлаҫҫӗ.

Ҫавӑн пекех ҫавракӑшӑн пёр-пёр АВ  иӗккине (236 черт.) унЗн 
ӑшне ҫырнӑ хуҫкаланчӑк линин вӗҫёсем пӗр ҫӗрте пулсан, тата 
ҫав хуҫкаланчӑк линии енёсене вӗҫӗмсӗр иккӗлетсен, вара ҫак 
линин улшӑнакан периметрё предел патне туртӑнать; вӑл предел 
ҫак пёккён тӑршшӗ пулать.

235. Йышӑнусем. Каласа пама ҫӑмӑл пултӑр тесе, тёрӗслӗхӗ 
курӑнса тӑракан ҫак предложенисене доказательствӑрах йышӑнар:

Ҫавракӑш пёкки тӑршшӗ: 1) ӑна карӑнтарса тӑракан хор- 
дӑран вӑрӑмрах, анчах 2) ҫак пӗкӗ хӑӑ тавра ҫырнӑ кирек хӑш  
хуҫкаланчӑк лини периметрёнчен те кёскерех-, ҫак пёкёпе хуҫӑк  
линин вӗҫӗсем пёр ҫӗрте пулм алла  (237 черт.).

236. Ҫак предлож енисен д о к а з а т е л ь с т в  и.
1) АСВ  (‘236, черт.) ҫавракӑш пӗкки пултӑр, АВ — ӑна карЗнтарса тЗракан 

хорда пултӑр; ҫак тёрёссине кӑтартмалла: пёкё тӑрш ш ӗ ҫак хордӑран вӑрӑмрах.
Малтанах ҫакна каласа хурар: пёкё аш не тӗрӗс хуҫкаланчӑк линисем акӑ 

ҫапла ҫырар: пирвайхи хуҫкаланчӑк линие икӗ хордӑран Л С тата СД тунӑ пултӑр; 
иккӗмӗш хуҫкаланчЗк линие пирвайхи хуҫкаланчӑк линин енӗсен шутне иккӗлет- 
нипе тӑвӑпӑр; ку хуҫкаланчйк лини АБСЕВ  пулать, вӑл тӑватӑ хордӑрэн  пулнӑ; 
виҫҫӗмӗш  хуҫкаланчӑк лини иккёмёш  хуҫкаланчӑк линин енёсен  хи сеп н е

В

А  (

236 черт. 237 черт.

иккёлетнинчен пулать: вЗл хуҫкаланчӑк линире сакйр хорда. Ҫак хуҫкаланчӑк  
лини енёсен хисепне иккёлетес ёҫ  малалла вӗҫӗм сӗр пулса пытӑр. Ун чух вара  
кашни иккӗлетмессерен хуҫЗк линин периметрё ӳ ссе  пырать; сӑмахран:

А й  +  И С +  СЕ +  ЕВ >  А С +  СВ,
мёнш ён тесен

АО  + £ >  С >  АС  тата СЕ +  ЕВ  >  СВ.

Ҫавӑнпа ҫак периметрйн пределё пирвайхи хуҫкаланчЗк лини периметрёнчен  
пысӑкрах пулма тивӗҫ, урӑхла каласан, А С -\-В С  суммӑран пысӑкрах пулмалла; 
апла пулсан вара, паллах, вал предел АВ  хордаран пысйкрах пулать Ҫак п р е
дела АВС  пёкё тЗрш ш ё тесе йышӑнаҫҫӗ, ҫавӑнпа ун  тӑрш ш ӗ АВ  хордМран 
вЗрймрах пулать.

2) П ёкё тавра п ёр-п ёр  хуҫкаланчЗк лини (тёрёс хуҫкаланчЗк лини-и е т ё 
рёс марри-и - -  пур-пёрех) (237 черт.) ҫырнӑ пултӑр. Хуҫкаланчӑк линин вӗҫӗсем  
нӗкё вӗҫӗсем пе пёр-пёрин ҫине вырнаҫаҫҫӗ  
пулсан, ҫак пёкке вара тем иҫе пёкё сумми  
теме пулать; вёсене кашнине икё татӑклӑ 
хуҫӑк лини анчах ҫавӑрса илсе тЗрать. Ҫак 
иайсенчен пёри АВ  пёкё (238 черт.) пултйр. т  
Ҫак тёрёссине кӑтартар: АВ  пёккён тЗрш ш ё 
АС  +  СВ суммйран пёчёкрех; кёскетсе эпир  
Зна 5  саспаллипе паллӑ тӑвЗпӑр. Д ок аза
тельство валли пулӑшуллй хуҫкаланчйк ли
ни (АтпВ) илер, вЗл С кётесе пёр-п ёр  тп 
татЗкпа касса илнинчен пулать; тп татйк д  
АВ  п ё к к е  к а с с а  и р т м е л л е  м а р  (ху-
ҫЗк линие пёкё тавра ҫырнЗ пулсан, урйхла 238 черт.
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каласан, йна сёр тёнекен  линисенчен тунӑ пулсан, тп татйк. нихйҫан та АВ  пёкке  
касса иртмест). Ҫак пулӑшуллй хуҫкаланчйк линин тйршшене (АтпВ) 6] саспал
липе паллӑ тйвар. тп <  тС Сп пулсан, вара 5_1<С5 пулать^ _

Халь ёнтё ҫак тёрёссине кйтартар: А В  пёкё ӑш не ҫырнӑ терес хуҫкаланчак  
линин енёсене в ӗҫӗм сӗр  иккӗлетсен, унӑн улшйнакан периметрён пр еделё •Ьг-рен 
пысйкрах пулма пултараймасть. Ҫав предела £  саспаллипе паллйтйвар та £ > 0 1  
пултӑр тесе калар. Улшйнакан периметр хӑй пределё патне ҫав тери ҫывйха пыма 
пултарать, ҫавӑнпа £ -п е  ҫак периметр хуш ш инчи разность £  —  разноҫреи  
п ёч ёк рех  пулма пултарать; апла вара ун чух пёкё йшне ҫырнй хуҫкаланчак лини 
5 ,-р е н  пысйкрах пулса тйрать. Анчах ку пулма пултараймасть, мёнш ён тесен  
А В  пёкё йшне ҫырнй кирек хйш мйкйр лини те, ҫавйрса илекен АтпВ  хуҫка- 
ланчйк лини тёлёш ёнчен, ҫ а в й р с а  и л ё н н ё  хуҫкалэнчӑк лини пулса тарать, 
ҫавйнпа та вйл ё^-рен пёчёкрех пулать Ҫавӑнпа ёнтё £ > ■ $ !  теме юрамасть. 
Анчах ун ч у х  вара £  предел ё^-рен е пёчёкрех е  ён-пе пёртан пулмалла. Анчах 
51<С5 , ҫавйнпа та £  предел ё^-рен пёчёкрех е унпа пёртан пулсан та, £ < 6  
пулать; ҫак тёрёсси не кйтартса памаллаччё те ёнтё пирён.

237. Ҫавракӑш тйршшёне тупни. Ҫавракйш тӑршшӗне тупас 
тесен и к к ё л е т ӳ  ф о р м у л и п е  усӑ курма пулать; вӑл фор- 
мулйна эпир (224 §) кйтартнйччӗ, урӑхла каласан, ҫак формулӑпа 
усӑ курмалла: _______

а\п =  2Я2 — 2/? /?2 — - | -  •

Я радиуса 1-пе тан тесе йышӑнсан, ҫак формула ҫймйлтарах 
пулса тӑрать:

Г

Ҫавракйш йшне ҫырнй тёрёс многоугольник п енлё пулсан, 
унӑн пёр енне ап саспаллипе паллӑ тусан, акӑ ҫакӑ тухса тӑрать; 
а6 =  Я =  1.

Иккӗлетӳ формулипе усӑ курса, ҫакна тупатпӑр:

а ! , =  2—2 > ^ 1 -----£— 2 — -КЗ!

а? =  2 — 2 у  1 — ~ \  а~ = 2  — 2 \  1 — т. ыт. те.
2 4  '  4  ’  4 8  4

Многоугольник енёсен хисепне иккӗлетесси 96 кётеслё много
угольник тусан чарӑннй пултӑр. Унӑн периметрне тупас тесен, 
унйн пёр енне 96 ҫине ӳстермелле. Ҫак периметра ҫавракйш 
тӑршшён ҫывйхартнй пӗлтерӗшӗ вырйнне йышӑнма пулать. Ана 
р дв саспаллипе паллӑ туса шутласа кӑларсан, ҫакна тупатпйр:

р 96 =  6,2820638....

Радиус Я-па тан пулсан, ҫакй пулса тӑрать:
р м =  Я -  6,2820638..., е р да =  2/? • 3,1410319... .

Ҫавракйш тйршшёне С саспаллипе паллй тусан, ун валли 
ҫакӑн пек ҫывӑхартнӑ формула пулса тйрать:

С =  2Я • 3,1410319___
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Многоугольник енёсене иккёлетессине 192 кётеслё много
угольник тунӑ хыҫҫӑн чарас пулсан, ҫавракӑш тйршшё тата тё- 
рӗсрех пулёччё, тӳрех каласан, ҫапла пулёччё:

С =  2Р • 3,14145247... .
Многоугольник енёсене малалла иккёлетсе пынйҫемӗн ҫавра- 

кӑш тӑршшӗ ытларах та ытларах тёрёс пулса пырать.
238 .  Ҫ а в р а к ӑ ш  т ӑ р ш ш ӗ п е  у н ӑ н  д и а м е т р  х у ш ш и н ч и  о т н о ш е 

ни. Ҫавракӑш тйршшёне епле тупнине пӑхса тухсан, ҫакна асту- 
ма пулать: ҫавракӑш тӑршшӗне тупас тесе диаметр ҫине хутланӑ 
число диаметрӑн пысӑкӑшӗпе ҫыхӑнмасть; ҫапла акӑ пёр-пӗр 
ҫавракйшйн тӑршшё хӑйӗн пёр-пёр число ҫине хутланӑ диаметрӗ- 
пе пёртан пулсан, ытти кирек хӑш ҫавракӑшӑн тӑршшӗ те хййӗн 
ҫав число ҫинех хутланӑ диаметрёпе пёртан пулать.

Чӑнах та, икӗ ҫавракӑш илер, пёри Р  радиуслӑ, тепри г 
радиуслӑ пулччйр. Пирвайхи ҫавракӑшӑн тӑршшё пысӑк С пултйр, 
теприн пёчёк с пултӑр. Вёсенчен кашнин ӑшне пёр хисеп енлӗ 
тёрёс многоугольник ҫырар та кашни многоугольник енёсен 
хисепне иккёлетер.

Пирвайхи ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ тёрёс многоугольникён ул
шйнакан периметрне пысйк Рп саспаллипе паллӑ тйвар, иккёмёш 
ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ ҫав хисеп енлех тёрёс многоугольникён 
улшӑнакан периметрне пёчёк р п саспаллипе паллй тӑвар.

Ун чух вара 218 §-ри теорема тйрӑх ҫапла ҫырса хума 
пултаратпӑр:

Рп   рп Рп   Рп
~ Р ~ Т  ’ 2в г  2г '

Пирвайхи ҫавракйшӑн С тӑршшӗ—улшӑнакан Рп периметрйн 
пределё пулать. Иккӗмёшӗн с тӑршшӗ—улшӑнакан р п перимет-Р  я
рӑн пределё пулать. Ҫавӑнпа ӗнтӗ ~  пёртанлӑхран ҫакӑ 

С с
тухса тӑрать: кп ~ ~ п — (228 тата 231 §). Ҫапла вара эпир: ҫав-
ракӑш тпӑршшӗпе унӑн диаметрӗ хушшинчи отношени пур  
ҫавракӑшсем тёлёшёнчен те улшӑнми число пулать, теме 
пултаратпӑр.

Ҫак улшӑнми числона грексен саспаллийёпе паллй тума 
йышӑннӑ. Ҫапла вара эпир С ҫавракӑш тйршшё валли ҫакӑн пек 
формула ҫырса хума пултаратпӑр:

С =  2Н • к, е  С =  2т,р.

Ҫакӑ тёрёссине кйтартса панй:^ число вйл—и р р а ц и о н а л ь н й й  
ч и с л о ,  апла пулсан, вара йна нимёнле рациональнйй числопа та  
тёрёс кйтартса пама май килмест. Анчах унйн ҫывйхартнй пёл- 
терёшёсене кирек те хйш таран тёрёслёхпе тёрлё мелпе тупма

1 Ҫапла паллӑ тӑвасси ахӑртнех XVII ӗмӗрте тапраннЯ пулмалла (пи) сас
палли грексен тссркрсрссос (ҫавракӑш) сӑмзхӑн пуҫламӗш саспалли пулать.
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пулать. Ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ 96 кётеслё многоугольник пери
метрне ҫавракӑшӑн ҫывӑхартнӑ тйршшӗ вырӑнне йышӑнса, тс 
валли 3,14 ҫывӑхартнӑ пёлтерӗш тупатпӑр; ҫак 3,14 пӗлтерӗш 
0,01 таран тёрёслёхпе ҫителӗксӗр илсе тупнӑ пӗлтерӗшё пулать. 
Ҫак тӗрӗслӗх практика валли кирек хйҫан та ҫителёклёпе пӗрех. 
Уйрймах ытла тёрёс тумалла чухне, ҫакӑн пек (ытлашши илсе) 
ҫывӑхартнӑ пӗлтерӗшпе усӑ курсан ҫитет: тг =  3,1416.

Пысӑк вёреннӗ ҫынсем, ҫав тери лаййхлатнӑ мелсемпе усӑ 
курса, л числона тёрлё практика требованийӗсенчен аякка иртсе 
кайнӑ тёрёслёхпе шутласа кӑларнӑ (сӑмахран, Англири Шенке 
математик 1873 ҫулта тс числон 707 вуншарлй паллисене тупнй1.

Акӑ ҫакна астуни те усӑллӑ: пирён эра тапраниччен III ёмёр 
малтан Сиракузйри паллӑ геометр Архимед тс валли пит ансат 
число 22/7, урйхла каласан, Зу7 число тупнй. Ҫак число тс-рен кйшт 
пысйкрах, вёсен хушши 2 пинмёш числоран пёчёкрех.

Геометрилле задачйсене шутланй чух тс (пие) тӳртён, урйхла 
каласан 2/тс вакпа пёртан число час-час тёл пулать. Ҫак числон 
темиҫе цифрине асра тытни уейллй:

—  =  0,3183098....7Г

239. п г р а д у с л ӑ  п ё к ё  т ӑ р ш ш ӗ .  Ҫавракйш тйршшё 2тсА? пулать,
9 7

апла пулсан, 1°-лӑ пёкё тйршшё =  пУлать> Ҫавӑнпа п 
градуслй х пёкё тйршшё акй ҫапла пулать:

Пёкке минутйпа (п') е секундйпа (п") виҫнӗ пулсан, унйн тйрш
шёне ҫакӑн пек тивӗҫлӗ формулйсемпе тупаҫҫӗ:

тс/?я л л тс П п

8 ~  180 • 60’ 6 5 ~  180 - 6 0 - 6 0  ’
кунта п  миҫе минутйна е секундйна пёлтерет.

24 0 .  З а д а ч а .  Ҫавракӑш  пёккинче  81°2Г36", пёкё тйрш ш ё  
0,452 м; ҫак  ҫавракӑш  радиусне  1 мм т аран т ёрёслёхпе  ш ут 
ла са  к й л а р м а л л а .

1 тс числона кӑтартакан цифрӑсен вЗрЗм ӗретне асра тытас тесен, французла 
икё стихпа усЗ курма пулать:

Ҫ) и е ] ' а ! ш е  ӑ £ а 1 г е а р р г е п <1 г е 
0 п  п о ш Ь г е  и Ш е . ' а и х  К о т т е з !

е  тата (вӑтам шкул преподавателӗ Шенрок шухЗшласа кЗларнӑ) вырӑсла икё 
стихпа усЗ курма пулать:

К т о  и шутя и с к о р о  п о ж е л а е т  (ъ)
П и у з н а т ь  ч и с л о  у ж  (ъ)  з н а е т  (ъ)1

Ҫвк (кивӗ орфографипе ҫырнӑ) фразӑсенчи кашни сЗмахри саспаллисен 
числисене ӗретӗн ҫырса тухсан, тс валли (ытлашши илсе) ҫывЗхартнӑ число ту
патпйр: 3,1415926536, ҫак числона 1 вунбидлионмёшӗн ҫурри таран тёрёслёхпе 
илнё.
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8 Г2Г36" числона вакласан, 292 896 секунда пулать.

0 452 =  ^ - 29289^’ 1 8 0 - 6 0 - 6 0
ку уравненирен ҫакна тупатпӑр:

„  0 , 4 5 2 - 1 8 0 - 6 0 - 6 0  1 П. 1В
й - - ^ М 8 9 Й --------------------0.318 м.

241. З а д а ч а .  Радиус тӑршшӗ пӗкӗре миҫе градус пулнине'
тупмалла. п°-ла пӗкӗ тӑршшӗне тупмалли формулӑра 5 пысӑкӑш
выранне Р  лартсан, ҫак уравнени пулса тӑрать:

р  к Рп __ сс п
180’ 6 180’

ҫакӑнтан шутласан,
гао _  180^ __ 180о . _1_=  180о . 0,3183098 =  57°,295764 =  57°17Ч4",8.

ТГ ТС

Ҫакна палӑртса хӑварар: радиус тӑршшӗ пёкке р а д и а н  теҫҫӗ.

УП РАЖ Н ЕН И СЕМ .

1. Ҫакна кйтартмалла: икӗ ҫаврашкан центрти кётесёсен килӗшӳллӗ пёкёсем  
пёр вйрймйшлё; ҫак кётессен отношенийё радиуссен тӳртӗн отношенийёпе 
пёртан.

2. Ҫавракйш ҫинче А  точка илнё те ун урлӑ ҫаксене туртнӑ: А В  диаметр, 
унтан ӑшне ҫырнӑ тёрёс шестиугольникён А С  енне тата сёртёнекен ММ  лини 
туртнй. О  центртан А С  ҫине перпендикуляр антарнӑ та ҫав перпендикуляра 
малалла тйснй; тӑснӑ перпендикуляр сёртёнекен линие £> точкйра касса иртет. 
Ҫак точкйран пуҫласа, сёртёнекен лини тӑрӑх (А  точка урлӑ) виҫӗ радиус 
тӑршшӗ Р Е  татӑк виҫсе хунӑ. Е  точкйна диаметрйн В  вӗҫӗпе пӗрлештернӗ. В  
тӳрё линие ҫурҫавракӑш тйршшё вырйнне йышӑнсан, мён пысйкӑш ййнйш 
пулнине пёлмелле.

3. Панй ҫурҫавракйш диаметрё ҫине икё пёр пек ҫурҫавракйш туса хунй, 
гӳремҫин виҫӗ ҫурҫавракйш хушшинчи пайё ӑшне ҫаврашка ҫырнй. Ҫакна кй
тартса памалла: ҫак ҫаврашка диаметрё хушшинчи отношени 2 :3  отношенипе 
пёртан.

4. Ҫавракйш йшне ҫырнй квадрат енёпе пёртан пёкӗре миҫе градус, миҫе 
минута тата миҫе секунда пулнине шутласа кйлармалла.

5. Ҫӗр радиусё 6400 км  пулсан, ҫӗр экваторён тйршшёне шутласа кйлармалла.

П И Л Л Ӗ К М Ӗ Ш  С Ы П Ӑ К .

ЛАПТӐКСЕНЕ ВИҪЕССИ.

1. М Н О Г О У Г О Л Ь Н И К С Е Н  Л А П Т Ӑ К Ӗ С Е М .

242 .  Л а п т ӑ к  ҫ и н ч е н  ӑ н л а н т а р н и .  Кулленхи пурӑнӑҫ кӑтартни- 
не пула эпир кашниех лаптӑк ҫинчен мён чухлё те пулин пёлсе 
тӑратпӑр.

Фигурӑн лаптӑкё ҫинчен тӗрӗсрех ӑнлантарар татаӑна виҫмелли 
мелсене палӑртса хурар.

243 .  Л а п т ӑ к  т ӗ л ӗ ш ӗ н ч и  т ӗ п  й ы ш ӑ н у с е м .  Многоугольник 
ӑшӗнчи тӳремҫи пайӗ пысӑкӑшне е пёр-пёр йӗри-тавра пӳлнё лап- 
тӑк фигурӑн тӳремҫи пайӗ пысӑкӑшне ҫав фигурӑн л а п т ӑ к ӗ  теҫҫӗ.
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Эпир хамӑр умма задача лартатпӑр: пирӗн ҫак пысӑкӑша кӑ- 
тартакан пёр-пёр число тупмалла, урӑхла каласан, лаптӑка виҫмел- 
ли число тупмалла. Пирӗн требовани пур: фигурӑсен лаптӑкё- 
семпе вӗсене виҫекен числосем хушшинчи ҫыхӑну ҫак условисемпе 
килӗшсе тӑмалла:

1) икё пӗртан фигурӑсен лаптӑкӗсене виҫекен числосем пёр- 
пёринпе пёртан пулмалла;

2) панӑ фигурӑна темиҫе пая (М, /»/, Р, 239 черт.) уйӑрнӑ пулсан, 
ҫав кашни пайё йӗри-тавра пӳлнё фигура пулсан, пӗтӗм фигу- 
рӑн лаптӑкне1 виҫекен число унӑн уйрӑм пайёсен лаптӑкӗсене 
виҫекен числосен суммипе пёртан пулмалла.

А с 3 р х а т т а р н и. Юлашки требовани тёлёшёнчен питӗ пысЗккан асЗрхат- 
тарни кирлӗ. Лаптӑксене эпир положительнӑй числосемпе виҫетпӗр. Икӗ поло-

жительнЗй числон сумми кашни хушӑнакан числинчен кирек хӑҫан та пысӑк- 
рах, ҫавЗнпа 2-мӗш условие йышЗнма май пултЗр тесен, фигурӑсен лаптӑкӗсен 
тивӗҫлӗ свойстви пулма кирлӗ. Ҫакна Знлантарса парар. Ҫапла калар: панӑ фи- 
гурйна темиҫе пая уйЗрар та ҫав пайсене (240-мёш чертеж ҫинче А  тата В  пай
сене куҫарса лартнӑ пек) куҫара-куҫара лартар, ҫапла вара ҫӗнӗ фигурЗсем пул
са тӑраҫҫӗ, тесе калар. Ҫапла ыйтар: капла куҫарса лартнипе малтанхи фигура 
ӑшне пӗтёмӗшпех вырнаҫса ларма пултаракан фигура тума пулать-ши? Ҫак пулма 
пултарсан, пёр фигура тепёр фигура Зшӗнче выртакан икё фигура пулнӑ пулёч- 
чё, тата вёсен лаптӑкӗсене виҫекен числосем, 2-мӗш услови тӑрӑх, пӗр-пӗринпе 
пӗртан пулӗччӗҫ.

Ҫапла вара пӗгӗч фигурЯн лаптӑкне виҫекен число ҫак фигурӑн пӗр-пӗр пайён 
лаптЗкне кЗна виҫекен числона пёртан пулнӑ пулёччё, урӑхиа каласан, сумма 
хушӑнакан числосенчен пӗр хушӑнаканнипе пёртан пулӗччӗ, вӑл — положительнӑй 
числосем тёлёшёнчен пулма пултараймасть. ҪавЗнпа ёнтё ҫакЗн пек чух 2-мёш  
условие йышӑнма май пулмӗччӗ. Ҫак ыйтӑва чи пирвай Итали математике 
Децольт асӑрханӑ (1881). Фигурӑн пайёсене кунта кЗтартнМ пек куҫарса лартма 
юраманнине малтан пёр-пёр постулат вырӑнне йышӑннӑ, каярахпа ҫак ю рш ан- 
лӑха Шур, Киллинг, Ш атуловский тата Гильберт пит лайӑх кӑтартса панЗ. Фигу- 
расен лапгЗкӗсен ҫак свойстви 2-мёш условие йышЗнмалла тЗвать те ёнтё.

Пёртан лаптӑклӑ фигурӑсене пёртан пысӑкӑшлё теме йы- 
шӑннӑ. Паллах, пёртан фигурӑсем кирек хӑҫан та пёр пысӑкӑшлё,

239 черт 240 черт.

анчах пёр пысӑкӑшлӗ фигурӑ- 
сем тан мар та пулма пултараҫ- 
ҫё (240-мёш чертеж ҫинче кӑ- 
тартнӑ пеккисем).

224. Л а п т ӑ к а  в и ҫ е с с и н  ӑ н л а -  
н ӑ в ӗ .  Панӑ фигурӑн лаптӑкне 
виҫмелле пулсан, чи малтан 
лаптӑк виҫин единицине суй
ласа илеҫҫё. Ҫавӑн пек еди
ница квадрат лаптӑкё пулать,241 черт.
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унӑн енӗ линиллӗ единицйпа пёртан; сӑмахран, квадратӑн енё 1 метр, 
1 сантиметр пулать т. ыт. те. Ҫӑмӑл йышши фигурӑсем валли- 
лаптӑк виҫине акй ҫапла шыраса тупма пулать. Виҫсе пӗлмелли 
лаптӑк ҫине лаптӑк единицине миҫе хут хума май пулать, ҫавӑн 
чухлё хураҫҫё. Ҫак майпа пёчӗк лаптӑксене виҫме пулать, 
вӑл лаптӑксене миллиметрла хутпа (вйл витёр курӑнать) 
тепӗр хут ҫине ӳкереҫҫӗ: миллиметрла хут ҫине пӗр инҫӗшре 
таракан параллельлё тӳрё линисенчен пёчёк квадратсем тунӑ; 
ҫав квадратсем лаптӑк единицисем пулаҫҫӗ. Сӑмахран, лаптйка 
виҫсе пӗлмелли фигура ҫине ҫав квадратсемлӗ (витёр курйнакан) 
хута хунӑ пултӑр. Ун чух вара, панӑ фигура контурё хуҫкалан- 
чӑк лини пулсан (241 черт.), ҫав линин енёсем квадратсем тунӑ 
тӳрӗ линисен пайёсем: ҫине вырнаҫсан, фигура ӑшёнче выртакан 
квадратсен хисепё виҫсе пёлмелли лаптӑкӑн тёрёс виҫи пулса 
тӑрать.

Чйннипе каласан, лаптӑксене виҫес ӗҫе лаптйк единицине е 
унйн пайне тӳрёх виҫсе пӗлмелли лаптӑк ҫине хурса тумаҫҫё, фи- 
гурӑн хӑшпёр линисене виҫни урлӑ тйваҫҫӗ. Ӑна епле тунине ма
лалли параграфсенчен курӑпӑр.

245. Фигурӑсен тӗпӗ тата ҫӳллӗшӗ. Треугольникён е парал
лелограмйн пёр енне ҫак фигурйсен тӗпӗ тейӗпӗр, треуголь
никён тйрринчен ҫак енӗ ҫине антарнӑ е параллелограмйн тёпне 
хирӗҫ -выртакан енӗ ҫинче илнё пёр-пӗр точкӑран унӑн тӗпӗ 
ҫине антарнӑ перпендикуляра вёсен ҫӳллёшӗ тейӗпӗр.

Прямоугольвикӗн тӗпӗпе перпендикулярлӑ енё унӑн ҫӳллӗшё 
пулать.

Трапеции параллельлё енёсем иккёшё те унӑн тёпӗсем пулаҫҫӗ, 
тёпёсен хушшинчи перпендикуляр трапеции ҫӳллӗшӗ пулать.

Прямоугольникён тёпёпе ҫӳллӗшне унӑн виҫисем теҫҫӗ.
246. Т е о р е м а .  П рям оугольникён ла п т ӑ к ӗ  ун ӑ н  тёпёпе  

ҫӳллӗш ӗн произведенийӗпе пёртан.
Ҫак кёске предложение ҫапла ӑнланмалла: прямоугольник лап- 

тӑкне квадратла единицйсемпе кйтартакан число унӑн тёпёпе 
ҫӳллӗшне линиллё единицйсемпе кйтартакан числосен произведе- 
нийёпе пёртан.

Доказательствӑра виҫӗ тёслёх пулма пултарать:
1) Фигурйн тёпёпе ҫӳллёшён (пёр единицӑпа виҫнӗ) тйрш- 

шёсене т у л л и  ч и с л о с е м п е  кйтартнй.
Панй прямоугольникён (242 черт.) тёпё линиллё единицйсемпе 

кйтартнй Ь тулли числопа пёртан пултйр, ҫӳллӗшӗ 
унйн ҫав единицӑсемпех кйтартнй Н тулли число
па пёртан пултйр. Прямоугольник тёпне Ъ тата 
ҫӳллёшне Н пёр пек пая уййрар; уййракан точ
кйсем урлй тёпёпе тата ҫӳллёшёпе параллельлё л 
тӳрӗ линисем туртар. Ҫак тӳрӗ линисем пёр- 
пёрне касса иртнипе хйшпёр четырехугольник
сем пулса тйраҫҫӗ. Вёсенчен пёрне, сймахран,
К  (штрихленё) четырехугольнике илер.

Ҫак четырехугольник енёсем панй прямо
угольникён килёшӳллё енёсемпе параллельлё 242 черт.
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<{чертежне ҫапла тунй), ҫавйнпа унӑн пур кётесёсем те тӳрӗ кётес
сем пулаҫҫӗ, апла пулсан, вара к четырехугольник прямоугольник 
пулать. Тепёр енчен, ҫак прямоугольникён кашни енё юнашар 
таракан параллельлё тӳрё линисен хушшипе пёртан, урӑхла кала
сан, вёсен линиллё единици пурин те пёрре. Апла пулсан, к пря
моугольник квадрат пулать; тӳрех каласан, к прямоугольник 
квадратла единица пулать, в ё л  единица линиллё единицӑпа ки- 
■лӗшсе тӑрать (сӑмахран, тёпёпе ҫӳллӗшне линиллё сантиметрпа 
виҫнӗ пулсан, к квадрат квадратла сантиметр пулать). Пёр че
тырехугольник ҫинчен калани кирек хйш четырехугольникшён 
те  тёрёс пулать; ҫавӑнпа вара эпир, параллельлё тӳрӗ линисем 
туртса, панӑ прямоугольникён пётём лаптйкне квадратла едини- 
цйсем ҫине уйӑратпӑр. Вёсен хисепне тупар. Пӑхсах ҫакй курӑнса 
тйрать: прямоугольникён ҫӳллӗшёнче линиллё единица миҫе, унӑн 
тёпёпе параллельлё тӳрӗ лини туртнипе пулнӑ горизонтальлё 
пёртан йӑрӑм та ҫавӑн чухлё пулать, урӑхла каласан, к чухлё 
пёртан йӑрӑм пулать. Тепёр енчен, прямоугольникён тёпёнче 
линиллё единица миҫе, унӑн ҫӳллӗшӗпе параллельлё тӳрӗ линисем 
туртнипе пулнӑ кашни горизонтальлё йӑрӑмри квадратла едини- 
цӑсем те ҫавӑн чухлех пулаҫҫӗ, урйхла каласан, Ъ чухлё квад
ратла единица пулать. Апла пулсан, мёнпур квадратла единица 
Ь • к чухлё пулать. Ҫапла ёнтё:

прямоугольникён лаптӑкӑшӗ — Ък пулать,

урйхла каласан, вал тёпёпе ҫӳллӗшӗн произведенийёпе пёртан 
пулать.

2) Фигурӑн тёпёпе ҫӳллёшӗн (пёр единицӑпа виҫнӗ) тӑршшӗ- 
сене в а к  ч и с л о с е м п е  кйтартнй.

Сӑмахран, панӑ прямоугольникён:

1 7тёпё =  3 -2- =  —  линиллё единицйпа пёртан,

3 23ҫӳллӗшӗ =  4 —  =  линиллё единицйпа пёртан пулччйр.

Ҫак ваксене пёр пек знаменательлё тусан, вёсем ҫакйн пек 
пулса тйраҫҫё:

. к  35 „ 46т ӗ п ё =  ҫуллӗшӗ =  пулаҫҫё.

Линиллё единицйн V10 пайне вйрймйшӗн ҫёнӗ единици вырйнне 
йышйнар. Ун чух вара эпир ҫапла калама пултаратпйр: прямоуголь
никён тёпё 35 ҫӗнё единицйллй, ҫӳллёшӗ 46 ҫавйн пекех едини- 
цӑллй пулать. Апла пулсан, малта кйтартса панипе (1-мёш тёслёх) 
прямоугольник лаптйкё 35 • 46 квадратла единицйпа пёртан пу
лать, вйл единицйсем вйрймйшён ҫӗнё единиципе килёшсе тйраҫ- 
ҫӗ. Анчах ҫак квадратла единица малтанхи линиллё единицйпа 
килёшсе тйракан квадратла единицйн х/юо пайё пулать; апла пул
сан, прямоугольникён лаптйкйшё малтанхи квадратла единицйпа 
виҫсен ҫакйнпа пёртан пулса тйрать:
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3 5 - 4 6  35 46 .  1 . 3 , ,
100 = 1б ' 10=  1Г  ~Ъ (квадРатла единица)-

3) Фигурӑн тёпёпе ҫӳллёшне (е вёсенчен пӗрне кӑна) вйрймйш 
единиципе виҫсе пёлме май ҫук пулсан, вёсен тӑршшӗсене 
и р р а ц и о н а л ь н ӑ й  ч и с л о с е м п е  
кйтартаҫҫё.

Ҫакӑнпекчух фигурӑн лаптйкӑшне 
кирлӗ таран ҫывйхартнй тёрёслёхпе 
виҫсе пӗлеҫҫӗ.

Анчах кун пек чух та прямоуголь
никён лаптйкйшё валли тӗрёс виҫе 
тупма пулать. АВСО  прямоугольни
кён (243 черт.) АВ  тёпён тйршшёне 
а иррациональнйй числопа, АО  ҫӳллӗ- 
шён тйршшёне р иррациональнйй чис
лопа кйтартнй пултйр. Вёсенчен, к а т 
ни числине периодлй мар вӗҫӗмсӗр 
вуншарлй вакпа ҫырса хума пулать 
(150 §). Ҫак числосене к вуншарлй 
палйллй ваксем туса, вёсен пёлтерё- 
шёсене малтан ҫителӗксӗр, унтан ыт- 
лашшипе ҫывӑхартса илер. Ҫителёксӗр илсе ҫывйхартнй (пёрремёш 
числин) пёлтерёшне ая саспаллипе, (иккёмёш числин) пёлтерёш
не ря саспаллипе паллй тйвар; ҫав числосенех ытлашши илсе ҫы- 
вйхартнй пёлтерёшёсене о.'„ тата Р'я саспаллисемпе паллй тйвар. 
Прямоугольникён АВ  тёпё ҫине А точкйран пуҫласа малтан А В { 
татйк виҫсе хурар, унйн числоллй пысйкйшё ая пысйкйшпе пёртан, 
унтан АВ2 татйк виҫсе хурар, унйн числоллй пысйккйшё а'я пы
сйкйшпе пёртан. Пйхсах паллй, АВХ<^АВ тата АВъ^> АВ  пулаҫҫӗ. 
Малалла АО  ҫӳллёш ҫине А точкйран пуҫласа АОу тата АО, 
татйксем виҫсе хурар, вёсен числоллй пысйкйшёсем ря тата Р'я 
пысйкйшсемпе пёр тан. Пйхсах паллй, тата Л Л 2> А £ )
пулаҫҫӗ.

Пулйшакан икё прямоугольник тйвар А В 1С10 1 тата АВ,СгО,. 
Вёсен кашнин тёпёпе ҫӳллӗшне ҫак рациональнйй числосемпе 
кйтартнй:

АВу =  ал, АВ, =  а'л, АО у =  ря, АО, =  р я.
Ҫавӑнпа иккёмёш тёслёхре кйтартнй тйрйх.

АВуСуОу лаптйкйшё =  яяря,
А В ,С ,0 , лаптйкйшё =  а'яр'я пулаҫҫӗ.

Халь ёнтё п вӗҫёмсӗр пысйкланать тейёпёр. Ун чух вара ая 
тата а'я числосен пределё иррациональнйй число а пулать, ря тата 
Р'я числосен пределё иррациональнйй число р пулать. Алгебра 
вёрентнё тйрйх, аяря тата а'„р'я произведенисен пёрлехи пределе 
пур, вйл а тата (3 числосен произведенийё пулать (154 §).

а„ря тата а'яр'я произведенисен ҫак пёрлехи пределне, урйхла 
каласан, ар произведение, АВСО лаптӑкйн виҫи вырйнне йышй- 
наҫҫё. Ҫакна тӳрех йнланса илме ҫймӑл: ку виҫе икё условипе

Г) С
1 р С , с

яз.

у

А в ,
—*----------- а ---------------- —■

В в г

243 черт.
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килӗшет, лаптӑка виҫекен число вйл условисемпе килёшсе тймалла 
(243 §) тӳрех каласан: 1) пёртан прямоугогсьниксен лаптйкёсене 
висекен числосем пёртан пулаҫҫё: 2) прямоугольнике темиҫе 
прямоугольник ҫине пайласан, пётӗм прямоугольникён лаптӑкне 
виҫекен число унӑн пайланӑ хыҫҫӑн пулнй прямоугольниксен 
лаптйкӗсене виҫекен числосен суммипе пёртан пулать. Ҫапла 
вара, ҫакӑн пек чух та прямоугольник лаптӑкӗ тёпёпе ҫуллӗшӗн 
произведенийёпе пёртан пулать: „ - , л п ^ ъ п л л

247. Т е о р е м а .  П араллелограм  лапт аке (АВСО, 244 тата 
245 ч е р т ) у н ӑ н  тепепе ҫӳллӗш ӗн  произведенийёпе пёртан-

Параллелограмйн АИ  тёпё ҫинче (икё чертеж ҫинче те) АЕРО  
прямоугольник тйвар, унйн ЕР енё ВС енён тйсймё пулать.

Кунта лаптйка виҫесси икё тёрлё пулма пултарать:
1) параллелограмйн ВС  енё прямоугольникён ЕР енё тулашён

че выртать. „ х с-ь
2) параллелограмйн ВС  енён пёр пайё прямоугольникён ЕР

енё сине вырнаҫать (пёрремёш тёслёхе 244 чертеж ҫинче, иккё- 
мёшне 245 чертеж ҫинче кйтартнӑ). Ҫак тёрёссине кйтартар: 
пёрремёш тёслёхре те, иккёмёшёнче те

АВСО  лаптйкӗ =  АЕРО  лаптйкёпе пёртан.

Параллелограм ҫумне АЕВ  треугольник, прямоугольник ҫумне 
БЕС  треугольник хушсан, икё хутчен те пёр АЕСО  трапециех

пулса тйрать. Хушйнакан треугольниксем пёртан (вёсен икшер 
пёр пек ен тата ҫав енсен хушшинче пёрер пёр пек кётес пур), 
савйнпа параллелогрампа прямоугольник пёртан пысйкйшлё пул
малла. АЕРО  лаптйкё =  ЬН, ҫавйнпа АВС Б  лаптйкё те =  ЬН пулать, 
кунта параллелограмйн тёпё Ъ пулать, Н унйн ҫӳллӗшё пулать.

248. Т е о р е м а .  Треугольник ла п т й к ё  {АВС, 24Ь черт.; 
у н  тёпёпе ҫҪллӗшӗн ҫур произведенийёпе пёртан.

Треугольникён АС  тёпёпе тата ВС енёпе параллельлё татйк
сем туртар (ВЕ || АС, А Е  || ВС) Ун чух вара АЕВС  параллелограм 
пулса тйрать, унйн лаптйкё, малта кйтартнй тйрйх, Ыг пёртан. ли 
чах АВС  треугольникён лаптйкё АЕВС  лаптйкӑн ҫуррипе пёртан,

ҫавйнпа АВС  треугольникён лаптйкё =  ^ Ь • й пулать.
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А с ӑ р х а т т а р н и .  Ҫакна ӑнланса илме ҫӑмӑл: кирек хӑш треугольник те 
пайЗн-пайӑн уйӑрЗлать; ҫак пайсене вырӑнёсенчен куҫарнипе прямоугольник 
тума пулать; ку прямоугольникён тӗпӗ треугольникён тёпёпе пёртан тата прямо
угольникён ҫӳллӗшӗ треугольник ҫӳллёшӗнчен икё хут пӗчӗкӗрех (247 черт.).

В

246 черт. 247 черт.

249. С л е д с т в и с е м .  Тан т епле, т ан ҫ ӳ л л ӗ ш л ӗ  т р еуго ль 
никсем пёрт ан пы сйкйш лё т реугольниксем  пулаҫҫӗ.

Сӑмахран, АВС  треугольникён (248 черт.)£  тӑррине АС тёпёпе 
параллельлё туртнӑ тӳрӗ лини тӑрӑх куҫарса пырсан тата унӑн 
АС тёпё хӑй выранёнчех юлсан, треугольник лаптӑкӗ улшён- 
масть.

2) Турё кёт еслё  т реугольникён лапт ӑкӗ  хй й ён  кат ечёсен  
ҫурпроизведенийӗпе пёртан, мёншён тесен унӑн пёр катечё тёпё, 
тепри ҫӳллӗшё пулать.

248 черт. 249 черт.

3) Р ом б ла п т й кё  хййён  диагоналёсен ҫурма произведенийёпе  
пёртан. Чӑнах та, АВСО  (249 черт.) ромб пулсан, унӑн диаго
налёсем пёр-пёринпе перпендикулярлӑ. Ҫавӑнпа

Д  АВС  лаптӑкё =  ^ - АС • ОВ пулать.

Д  АСО лаптӑкё  =  —- АС • ОО пулать.

АВСО лаптӑкӗ =  — АС • {ОВ +  ОО) =  ~  АС ■ ВО  пулать.

4) И к ё  т реугольник лапт йкёсен  отношенийё хй й сен  т ёпё
семпе ҫӳллӗш ӗсен  произведенийёсен отнош енийёпе пёрт ан  (хут- 
лаканни ]/3 кёскелет).
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250. Т е о р е м а .  Трапеци ла п т ӑ кӗ  хӑйӗн  тӗпёсен ҫурсум- 
м ипе ҫ$ллӗш ӗн произведенийёпе пёртан.

АВСО  трапецире (250 черт.) АО  диагональ туртсан, унйн 
лаптӑкё икё треугольник САО тата АВС  лаптйкён сумми пек

пулса тӑрать. Ҫавӑнпа: АВСО  трапеци лаптӑкӗ 5 =  ~2 ' ' А +

+  - В С -  й =  ~ ( А О  +  ВС) • Н.

251. С л е д с т в и .  МЫ (251 черт.) трапеции вӑтам линийё пул
сан, малта кйтартнй тйрйх (99 §),

Ҫавйнпа

МЫ =  ~ { О А + В С ) .

АВСО  трапеци лаптйкё =  МЫ • к пулать.

урйхла каласан, трапеции лаптӑкӗ хӑйӗн ватам линийёпе ҫул- 
лӗшӗн произведенийёпе пёртан пулать.

Ҫакна 251 чертеж ҫинче тӳрех курма пулать.

250 черт. 251 черт.

252. Т е о р е м а .  Ҫавракӑш  т авра ҫырнӑ м ногоугольникен  
ла п т ӑ к ӗ  хӑйӗн  перимет рӗпе ҫур радиусён произведенийёпе  
пёртан.

Ҫавракӑш тавра ҫырнй многоугольникён тйррисене (Пурне те 
О центрпа (252 черт.) пёрлештерсен, многоугольникрен треуголь
никсем пулса тйраҫҫё; ун чух вара многоугольникён енёсем ҫав 
треугольниксен тӗпӗсем пулаҫҫӗ, ҫавракйш радиусё треуголь
никсен ҫӳллёшё вырйнне пулать.

Ку радиуса Р  саспаллипе паллй тйвар та, ҫакӑ пулса тйрать:

/\А О В  лаптйкё =  АВ  • А  ВОС лаптйкё =  ВС • —  /? т. ыт. те.

Ҫавйнпа,
1 1

АВСОЕ  лаптйкё =  {АВ -|- ВС СО -|- О Е -}- ЕА) • ^  К
пулать, кунта Р саспалли многоугольникён периметрне пёлтерет.
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С л е д с т в и .  Тӗрӗс многоугольникён лаппгӑкё хӑйӗн пери- 
метрӗпе ҫурапофемин произведенийёпе пӗртан, мӗншён тесеш 
тёрёс многоугольнике кирек хӑшйе те ҫаврашка тавра ҫырнӑ 
многоугольник теме, унйн радиусне апофема теме пулать.

253. Тёрёс мар многоугольникён лаптӑкӗ. Пёр-пёр тёрёс мар 
многоугольникён лаптӑкне тупмалла пулсан, йна (сймахран, диаго- 
нальсемпе) треугольниксем ҫине уйӑраҫҫӗ; унтан кашни треуголь
никён лаптӑкне хййне уйрйм шутлаҫҫӗ те результачӗсене пӗрле 
хушаҫҫӗ.

254. З а д а ч а .  Панӑ многоугольникпе (АВСОЕ, 253 черт.) пёр
тан пысӑккӑшлӗ треугольник тумалла.

Панӑ многоугольникрен пёр-пёр АС  диагональпе кастарса 
А  АВС  уйӑрса илетпёр. Треугольникён В тйрри урлӑ АС  диаго
нальпе параллельлё МЫ тӳрӗ лини туртатпӑр: МЫ || АС, В тӑрӑ 
АС диагонале хирӗҫ выртать. Унтан касса уйӑрнӑ треугольник 
ҫӳмӗнче выртакан енсенчен пӗрне тйсатпйр (чертеж ҫинче ЕА  
ене малалла тйснй); вӑл ен МЫ тӳрӗ линие касса иртет. Касса 
иртнё тёлти Р точкӑна С точкӑпа пёрлештерер. СВА треуголь—

С

252 черт. 253 черт.

никпе СРА треугольник пёртан пысӑкӑшлӗ, мёншён тесен вёсем 
иккёшё те пёр тёплё (АС). В тата Е  тйррисем вёсен АС 
тёппе параллельлё тӳрӗ лини ҫинче выртаҫҫё. Панӑ многоуголь
никрен Д  СВА уйӑрса илсе, ун вырйнне унпа пёртан пысйкйшлё 
А С Р А  хурсан, лаптйк пысйкйшё улшӑнмасть: ҫавйнпа панй 
многоугольник РСОЕ многоугольникпе пёртан пысйкйшлё пулать; 
РСОЕ многоугольник кётесёсем панй многоугольникён кётесёсен- 
чен пёр кётес сахалтарах. Ҫапла майпа ку многоугольникён. 
кётесёсенче тата тепёр кётес сахалтарах тума пулать, ҫапла 
многоугольникрен треугольник (пирён чертеж ҫинчи РСС) пулич- 
ченех многоугольникён кётесёсене пёрерён-пёрерён чакарса 
пыма пулать.

255. З а д а ч а .  Многоугольникпе пёртан пысӑкӑшлӗ квадрат 
тумалла.

Малтан многоугольникрен унпа пёртан пысйкйшлё треуголь
ник тйваҫҫӗ, унтан ҫав треугольникрен квадрат тйваҫҫӗ. Тре
угольникён тёпёпе ҫӳллӗшё Ь тата И пулччйр, тумалли квадратйн 
енё х пултйр. Ун чух вара треугольникён лаптйкйшё ^  Ыг, 
квадрат лаптйкйшё х 2 пулать; ҫавйнпа,
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~-Ыг =  х 2 пулать, ҫакӑнтан шутласан, Ь : х =  х : /г пулать,

урӑхла каласан, х/г & тата ^ пысӑкӑшсем хушшинче х  вйтам про
порциллё пысйкйш пулать. Апла пулсан, квадрат енне вйтам 
пропорциллё пысйкйш тумалли малта кӑтартнӑ (190 §) мелпе 
тума пулать.

А с ӑ р х а т т а р н и .  Многоугольникрен треугольниксем тйвас- 
си хӑш чух кӑна кирлё пулать. Сймахран, панӑ трапецие квад
рата куҫарасси ҫинчен калаҫу пырать пулсан, трапеци ҫӳллӗшӗпе 
унӑн вйтам линийё хушшинчи вйтам пропорциллё пысӑкӑша 
тупсан ҫитет. Тупнй татӑк ҫинче вара квадрат тумалла.

256. З а д а ч а .  Треугольникён пёр енё а, тепёр енӗ Ь, виҫҫӗ- 
мёш енё с тӑршшё) ҫак треугольникён лаптӑкӑшне 8  шутласа 
кйлармалла.

АВС  треугольникён (254 черт.) а енё ҫине антарнӑ ҫӳллӗшё 
На пултйр:

А Ун чух вара

8  — ^ -а Н 0 пулать.

На ҫӳллёшне тупас тесен, ҫак пёртан- 
лӑха илер (194 §):

Ъ2 =  а2-\-с2 — 1ас', 
ҫак пӗртанлйхран с' татӑка тупатпйр:

а 2 +  с2 — V- 
254 черт. с  —  2 а

АВО  треугольникрен ҫакна тупатпӑр:

, На =  У  с2 -  ( ° 2 ~^~2^==~~ )  2 =  ^ 4 а * с * - ( а *  +  с * - Ь 2)2.

Корень айёнчи выражение ҫапла улӑштаратпӑр:
( 2ас )2 — (а2 -А-с2 — Ь2)2 =  (2ас +  а 2 +  с2 — Ъ2) (2ас — а 2 — с2 +  Ъ2) =  

=  [(а2 4- с2 4 -  2ас) — Ъ2] \Ь2 — (а2 -\-с2 —  2ас)\ =
=  \(а-\-с)2— Ъ2] [&2 — (а — с)2] =

=  {а-\-с-\-Ъ) (а -\-с  — Ь) (Ъ-\-а — с) (Ъ — а-\-с).

Ҫавйнпэ,

$  =  ±-аН а= ^ г У (а +  Ъ +  с) (а-\-Ь — с) (а +  с — Ъ) (Н + с-^ ӑ у  

пулать.
а -{-Ь 4~ с пулсан, вара
а +  с — Ъ =  (а-\-Ъ +  с) — 2Ъ =  2р — 2Ъ =  2(р — Ъ) пулать.

1 Треугольникён кирек те хӑш икё енён сумми виҫҫӗмӗш енёнчен пысйкрах, 
ҫавЯнпа ҫак а - \ -Ь  — с, а - 1-с — Ь тата Ь-{ -с  — а пур разноҫсем та положитель
ная числосем пулаҫҫӗ.
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Ҫакӑн пекех
Ь-\- а — с =  2(р— с) пулать;
Ъ-\-с — а =  2{р— а) пулать.

Ун чух вара

5  =  4 "  И’"2/> ■ 2(р — а) ■ 2 (р — Ь)~^2 {р — с),

урӑхла каласан,

5  =  У р (р — а) (р  — Ь) (р — с) пулать.
Ҫак выражение (Александрия хулинче пирён эра пуҫланиччен 

III — II ӗмёрсем вӑхӑтнелле пурӑннӑ Герон математик ячёпе) 
Г ерои  ф о р м у л и  теҫҫӗ.

Х ӑ й н е  у й р ӑ м  т ё с л ё х. Тан енлё, енё а тӑршшӗ треуголь
никён лаптйкне ҫак формулӑпа ҫырса кӑтартаҫҫӗ:

За а а а а 2’| /  3
"2 2 2 2 ~  4 ‘

П и ф а г о р  тео р е м и  т а т а  ун ҫинче н икӗслен се  т ӑ р а к а н  з а д ач ӑс ем .
257. Т е о р е м а .  туркётеслё т реугольникён катечёсем  

ҫине т унӑ квадрат сен лапт йкёсен сумми ҫак т реуголь
никён гипот енузи ҫане. т унй квадрат йн лапт йкёпе пёрт ан.

Ку предложени Пифагор теоремин тепёр форми пулса тӑрать, 
вӑл тёрёссине эпир малта (191 §) кӑтартнӑ: гипотенуза тйршшёне 
виҫекен числон квадрачӗ катетсен тӑршшӗсене виҫекен числосен 
квадрачёсен суммипе пёр
тан. Чйнах та, татйк тйрш- 
шёне виҫекен числон квад* 
рачё ҫак татйк ҫине тунй 
квадрат лаптӑкён виҫи пул
са тйрать те ёнтё. Ҫавӑнпа °
191 §-ри теорема Пифагорйн 
ҫак теоремипе пёр пек пу
лать. Пифагор теоремин те
пёр доказательствине илсе 
кйтартар, вйл доказатель
ство лаптйксене шутласа 
кйларни ҫинче мар, вёсене 
тӳрех танлаштарни ҫинче 
никёсленсе тӑрать.

Д о к а з а т е л ь с т в о  (Эв- 
клидӑн). АВС  (255 черт.) тӳ- 
рёкётеслё треугольник пул
тйр; ВИЕА , АРОС тата 
ВСКИ  унйн катечёсемпе ги
потенуза ҫине тунй квадрат
сем пулччйр. Ҫакна кйтарт
малла: пирвайхи икё квадрат лаптйкёсен сумми виҫҫёмӗш квад
рат лаптйкёпе пёртан пулать.
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Треугольникён ВС енёпе перпендикулярлӑ АМ  татӑк туртар: 
АМ ±ВС , ун чух ВСКИ квадратран икё прямоугольник пулса тй
рать. Ҫакна кӑтартар: В1.МН прямоугольник ВИЕА  квадратпа 
пёртан пысйкйшлё, ЬСКМ  прямоугольник АРОС квадратпа пёр
тан пысӑкӑшлӗ пулаҫҫё.

Пулӑшакан тӳрӗ линисем (ОС тата А И) туртар. Чертеж ҫин- 
че штрихпа витнё икё треугольнике пӑхса тухар. ИСВ треуголь
никпе ВИРА квадратӑн тёпёсем пёрре {ВО), Д£>СБ-ён СИ 
ҫӳллӗшё ҫак квадратӑн АВ  ҫӳллёшёпе пёртан: ИСВ треуголь
ник ВИРА  квадратӑн ҫуррипе пёртан пысӑкӑшлё пулать. АВ Н  
треугольникпе В1.МЫ прямоугольникён тёпёсем пёрре (ВН), 
Д  АВН-Ън АР  ҫӳллёшё ҫак прямоугольник ВЬ ҫӳллёшӗпе пёртан: 
АВН  треугольник ВЬМИ  прямоугольникён ҫуррипе пёртан пыей- 
кӑшлё пулать. Ҫак треугольниксене пёр-пёринпе танлаштарсан, 
ҫакна куратпйр: вёсен ВИ =  ВА тата ВС =  ВН  пулаҫҫё (квадрат 
енёсем пёр-пёринпе пёртан); кунсӑр пуҫне, вёсен </йВС =  ^А В Н ,  
мёншён тесен ҫак кётессенчен кашнине вёсен пёрлехи пайёнчен 
{АВС) тата тӳрӗ кётесрен тунй. Апла пулсан, АВН  тата ВОС 
треугольниксем пёр-пёринпе пёртан пулаҫҫё. Кунта ҫакӑ тухса тй- 
рать: ВЬМН  прямоугольник ВОРА  квадратпа пёртан пыейкйш- 
лё пулать. О точкйна В точкйпа, А точкйна К  точкйпа пёрлеш- 
терер те ЬСКМ прямоугольник АРОС квадратпа пёртан пысй
кйшлё пулнине шйп малти пекех кйтартса парар. Кунтан ҫакй 
тухса тйрать: ВСКН  квадрат ВОРА  тата ОРОС квадратсен сум
мипе пёртан пысйкйшлё пулать. _ _

258. З а д а ч й с е м .  Квадрат т умалла , унӑн лаптаке ике 
пана квадрат лаптйкёсен суммипе пёртан пулм алла.

Тӳркӗтеслё треугольник тйватпйр, унйн катечёсем панй квад
ратсен енёсем пулччйр. Ҫак треугольникён гипотенузи ҫине 
тунй квадрат лаптйкё панй квадратсен лаптйкёсен суммипе
пёртан пулать. _ ^

2) Квадрат тумалла, унйн лаптаке ике пана квадрат 
лаптйкёсен разноҫӗпе пёртан пулм алла. Тӳркӗтеслё треуголь
ник тйвар, унйн гипотенузи—панй квадратсенчен пысйкрах квад- 
рачён енё пултйр, катечё унйн—панй квадратсенчен пёчёкрех 
квадрачён енё пултйр. Ҫак треугольникён 
тепёр катечӗ ҫине тунй квадрат эпир 
шыракан квадрат пулса тйрать.

3) Квадрат т умалла, унйн лапт а • 
кёпе пана квадрат лапт йкё хушшинчи 
отношени т : п отношени пек пулмалла.

Пёр-пёр тӳрё лини (256 черт.) ҫине А В 
т =  АВ  тата п{эн) =  ВС  татйксем виҫсе *6 черт.
хурар, диаметр пулса тйракан АС  татйк
ҫине ҫурҫавракйш ҫырар. В точкйран ҫавракӑш патне ҫитиччен 
ВО  перпендикуляр тйрататпйр. АО  тата ОС хордйсем туртсан, 
тӳркётеслё треугольник пулса тйрать, унйн ак ҫакйн пек отно- 
шенисем пур (192 §):

Л ^ 2: ОС2 — А В :В С  — т :п.
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Ҫак треугольникён РС  катечё ҫине ОЕ  татӑк виҫсе хурар» 
ОЕ татйк панӑ квадратӑн енёпе пёртан; унтан СА енпе парал
лельлё ЕЕ татйк туртар: ЕР  || СА1, ОР татӑк эпир шыракан 
квадратйн енё пулать, мёншён тесен

ОР АО ( О Р У  С АО у
Ш  =  Ш . кунтан шутласан, = \ ж )  пуЛаТЬ;

ҫавӑнпа,
ОР2: О Е2 =  АО2: ОС2 =  т \п  пулать.

П ё р ье в ё р л ё  ф и г у р ӑ с е н  л а п т ӑ к ӗ с е н  о тн о ш ен и й ё .
259. Т е о р е м а .  И кё т реугольникён пёрер пёрт ан кёт ес  

пулсан, вёсен лапт йкёсен хуш ш инчи от нош енийё ҫав пёр
т ан кётессен енёсен произведенийёсен от нош енийёпе пёр
тан.

АВС тата А ХВ ХСХ треугольниксен А  тата Л! кётесёсем пёртан 
пулччйр (черт. 257).

Треугольниксен ВО  тата В хО х ҫӳллӗшсене туртатпйр та ҫакӑн 
пек ҫырса хуратпйр:

АВС  лаптйкё _  АС  • В Р    АС  _ ВР
А ХВХСХ лаптйкё А ХСХ ■ ВХР Х АХСХ ВхО х

А В Р  тата Л ,5 1̂ 1 треугольниксем — пёрьевёрлё треугольник
сем (вёсен /_ А =  /  Ах тата / £ > = / .  А)> ҫавйнпа В О :В хО х 
отношени А В :А ХВХ отношенипе пёртан; пёрремёш отношени 
вырйнне иккёмёш отношение лартсан, ҫакӑн пек пёртанлйх пулса 
тйрать:

АВС  лаптйкё _  АС  _ АВ  _  АС ■ АВ 
АХВ ХСХ лаптакё А ХСХ А ХВХ А ХСХ- А ХВХ

260. Т е о р е м а .  П ёрьевёрлё т реугольниксен е м н о го уго ль
никсен лапт йкёсен от нош енийё вёсен к и л ё ш у л л ё  енёсен  
квадрачёсен отношенийёпе пёртан.

1) АВС тата А ХВ ХСХ пёрьевёрлё треугольниксем пулсан, вёсен 
килӗшӳллё кётесёсем пёртан пулаҫҫё; /_ А  =  /_ А Х, /_В===/_ВХ

1 Панӑ квадратӑн енё Б С  енрен пысйкрах пулсан, Е  тгта Р  точкйсем ОС 
тата Д А  катетсен тӑсӑмӗсем ҫинче выртаҫҫӗ.
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тата ^ С  =  ^ С Х пулччӑр. 259 параграфри теоремӑпа усӑ курса 
■ҫапла ҫырар:

А ВС лаптӑкё _  АВ  • АС _  АВ АС 
АуВуСу лаптӑкӗ АуВу • АуСу А ХВу АуСу' '  '

Треугольниксен пёрьевёрлёхёнчен ҫакӑ тухса тӑрать:
АВ АС ВС

Л л  =  Я л  =  в л пулать- (2)

Ҫавӑнпа эпир (1) пӗртанлӑхра тата отношени-
х х Ау С 1

сенчен кашнин вырӑнне (2) ёретри отношенисене кирек хйш- 
не те лартма пултаратпйр; ҫавӑнпа

АВС  лаптйкё /  АВ  у  ( А С  у  /  ВС у  АЯ2 ЛСг
Л А ^ /  Ч А ^ /  -У ВуС у) ~  АуВуа- ~  АуСу*АуВуСу лаптӑкӗ

В О
=  щ*г-2 пулать.

2) АВСОЕ  тата А ^ С ^ О ^  (258 черт.) пёрьевёрлё многоуголь
никсем пулсан, вёсенчен, 171 § кӑтартнӑ пек, пёр хисеп чухлё тата 
пёр пек выртакан треугольниксем тума пулать. АОВ  тата АуОуВу 
ВОС тата ВуОуСу, т. ыт. ҫавйн пек треугольниксем пулччйр. Ҫак 
теоремӑн пёрремёш пайё тёрёссине кӑтартнипе усӑ курса, ҫакӑн 
пек пропорцисем ҫыратпӑр:

т. ыт. те.А О В  лаптӑкӗ /  А В  у В О С  лаптйкё (  в с  V
АуОуВу  лаптйкё \ АуВу)  ’ ВуОуСу лаптйкё \ВуСу)

Многоугольниксен пёрьевёрлёхёнчен ҫакӑ тухса тӑрать: 
АВ ВС СО

Ау Ву ~ ВуСу СуОу

/  А В  у ( В С  V
и ^ х /  ~ \ВуСу)

Апла пулсан,
АОВ  лаптӑкӗ ВОС лаптӑкӗ СОО лаптӑкё

АуОуВу лаптйкё ВуОуСу лаптйкё СуОуОу лаптйкё ’
.ҫакйнтан шутласан,

АОВ лаптйкё-}-ВОС лаптйкё-4-СОР лаптйкё-}-...
АуОуВу лаптйкЪ-\-ВуОуСу лаптйкё -\- СуОуОу л ап т й к ё -) - . . . -

АВСЪЁ лаптйкё АВ2
~  АуВуСуОуЕу лаптйкё ~  Д Д 5 пУлать*

С л е д с т в и .  Пӗр ят лӑ тёрёс многоугольниксен лаптйкёсен 
отношенийё вёсен енёсен квадрачёсен отношенийёпе, е вёсем 
тавра ҫырнӑ ҫавракӑш радиусёсен квадрачёсен отношенийёпе, 
е вёсен апофемисен квадрачёсен отношенийёпе пёртан пулать.
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261. З а д а ч а .  Панй треугольнике унӑн енёсемпе параллель
лё  тӳрӗ линисем туртса т пёртан пысйкйшлё пая уййрмалла .

Сӑмахран, АВС треугольнике (259 черт.) АС тёпёпе парал
лельлё татӑксем туртса, виҫё пёртан пысйкйшлё пая уййрмалла 
пултӑр.

Малтанах каласа хурар, эпир шыракан татӑксем ОЕ  тата ЕО 
татӑксем пулччйр. ВЕ тата ВО татйксене тупсан, ОЕ  тата РО 
татӑксем те паллӑ пулаҫҫё. ВОЕ, ВЕС тата ВАС треугольник
сем — пёрьевёрлё треугольниксем; ҫавӑнпа

ВОЕ лаптӑкӗ ВЕ2 ВЕО лаптӑкё ВО2
ВАС  лаптйкё ВС2 тата ВАС  лаптӑкӗ ВС2 п^ла<*£

Анчах
ВОЕ  лаптӑкё __ _1_ ВЕО лаптӑкӗ _  _2_
ВАС лаптӑкӗ 3 ТЗТа ВА С лаптӑкӗ 3

Ҫавӑнпа,
ВЕ? 1 ВО2 2
вс2==~з~ т а т а  вс* =  !Г  п У л а ^ ё >

ҫакӑнтан шутласан,

ВЕ=  У ВС2 =  У 4 -ВС ■ ВС пулать
О О

тата

В 0 =  V I  ВС2 =  У ~-В С  ■ ВС пулать.
О О

Ку выраженисенчен ҫакӑ курӑнса тӑрать: ВЕ  татӑк ВС татйк- 
па унӑн Уз пайё (У3ВС) хушшинче вйтам пропорциллё пысйкйш 
пулса тӑрать, ВО татӑк ВС татӑкпа унӑн 2/ 3 пайё (2/вВС) хуш
шинче вйтам пропорциллё пысӑкӑш пулса тӑрать. Ҫавӑнпа ку 
задачӑн чертежне ҫапла тума пулать: треугольникён ВС енне а  
тата Ь точкйсене виҫӗ пёр пек пая уййратпйр, ун ҫинех (ВС) 
ҫурҫавракӑш ҫыратпӑр; а тата Ъ точкйсенчен ВС енпе перпен- 
дикулярлӑ аН  тата ЪК татйксем туртатпйр. НВ  тата КВ хордй- 
сем эпир шыракан вйтам пропорциллё татйксем пулса тйраҫҫё; 
пёрремёш хорда пётём диаметрпа (ВС) унйн У3 пайё (Ва) хуш
шинче вйтам пропорциллё пысйкйш пулать, иккёмёш хорда ВС
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диаметрпа ВЪ татӑк хушшинче, урйхла каласан, ВС диаметрпа 
унйн 2/3 пайё (2/3 ВС) хушшинче вӑтам пропорциллё пысйкйш 
пулать. Ҫак хордйсене ВС ҫине В  точкӑран пуҫласа виҫее хурас- 
си анчах юлать, ун чух вара хамӑр щыракан Е тата О точка- 
сене тупатпӑр.

Ҫапла майпах треугольнике кирек те мён чухлё пёртан пысй
кйшлё пайсене уйӑрма пулать.

II. ҪАВРАШКАПА УНӐН ПАЙӖСЕН ЛАПТӐКӖ.

262 Л е м м а .  Ҫавракӑш  ӑш не ҫырнӑ тӗрӗс м ногоугольни
к ё н  енӗсене вёҫӗмсӗр и к к ёлет н ё  чух  у н ӑ н  енё м ёнле  кирлӗ, 
у н  ч у х л ё  пёчёкленм е пулт арат ь.

Ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ тёрёс многоугольникён енёсен хисепё 
п  пултӑр, р  — унӑн периметрё пултӑр; ун чух вара ҫак многоуголь

никён пёр енне вакпа ҫырса кӑтартма пу
лать. Многоугольникён енёсене вӗҫӗмсёр ик- 
кёлетнё чух, ҫак вакйн знаменателе вёҫёмсёр 
пысӑкланать; числитель, урӑхла каласан, р 
пысӑкланать пулин те, пределсӑр пысйклан- 
масть (мёншён тесен ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ 
кирек хӑш мӑкӑр многоугольник периметрё 
те ҫавракӑш тулашне ҫырнӑ кирек хӑш много- 

й  угольник периметрёнчен те ялан пёчёкрех
пулать). Пёр-пёр вакӑн знаменателӗ вӗҫӗмсӗр 

черт. ӳссе пырать пулсан, унйн числителе пёр-пёр
улшӑнми пысӑкӑшран ялан пёчёк тӑрать пулсан, ун пек вак 
мён чухлё кирлӗ, ҫавӑн чухлё пёчёк пулма пултарать. Апла 
пулсан, ҫавракӑш ӑшне ҫырнӑ тёрёс многоугольник енё ҫинчен 
те ҫакнах калама пулать: унӑн енне вӗҫӗмсӗр иккёлетнё чух, вйл 
ен мён чухлё кирлӗ, ҫавйн чухлё пёчёк пулма пултарать.

263. С л е д с т в и .  АВ татӑк (260 черт.) ҫавракйш йшне ҫырнӑ 
тёрёс многоугольникён енё, ОА унйн радиусё тата ОС унӑн 
апофеми пулччӑр. ОАС треугольникрен ҫакна тупатпйр (50 §):

ОА — О С < Л С  пулать,
урйхла каласан,

О А — ОС <  ~  АВ  пулать.

Ҫавракӑш йшне ҫырнй тёрёс многоугольниксене вӗҫӗмсӗр ик- 
кёлетнё чух, халь анчах эпир кйтартнй пек, вйл ен мёнле кирлё 
ҫавйн чухлё Дёчёккё пулма пултарать; апла пулсан, ОА — ОС 
разность ҫинчен те ҫавнах калама пулать. Ҫапла ёнтё ҫавракйш 
ӑшне ҫырнй тёрёс многоугольникён енне вёҫӗмсӗр иккёлетнё 
чух, радиуспа апофема хушшинчи разность мӗнле кпрлӗ, ҫа- 
вӑн чухлё пёчёккё пулм а пултарать. Ҫакнах урйхла сймахсемпе 
ҫапла калама пулать: ҫавракйш йшне ҫырнӑ тёрёс многоуголь
никён енёсене иккёлетнё чух, апофема туртӑнакан предел ра
диус пулать.
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264. Ҫаврашка лаптӑкӗ. радиуслӑ ҫаврашка ӑшне пӗр-пӗр 
тёрёс многоугольник ҫырар.

Ҫак многоугольникён лаптӑкӗ <7,
„ периметрё р,

г „ апофеми а пулччӑр.

Эпир (252 §-ри следствире) куртӑмӑр, ку пысӑкӑшсем хушшин
че ҫакӑн пек ҫыхӑну пур:

ч =  ■ «.

Ҫапла каласа хурар: ҫак многоугольникён енёсем вӗҫӗмсӗр ик- 
кӗленеҫҫӗ, тейӗпӗр. Ун чух вара р  периметрпа а апофема (ҫа- 
вӑнпа <7 лаптӑкӗ те) ӳсме тытӑнаҫҫӗ: периметр ҫавракӑш тӑрш- 
шӗ (С) пулса тӑракан предел патне туртӑнать, апофема ҫавраш- 
ка радиусӗпе (/?) пӗртан тӑракан предел патне туртӑнать. Кунтан 
ҫакӑ тухса тӑрать: многоугольник лаптӑкӗ, унӑн енёсене иккёлетнё

чух ӳссе пырса, у С  • числопа пёртан предел патне туртӑ-

нать. Ҫак предел ҫаврашка лаптӑкӗн числоллӑ пысӑкӑшё пулать. 
Ҫапла вара, ҫаврашка лаптӑкне К  саспаллипе паллӑ туса, ҫапла 
ҫырма пулать:

к = \ с  . / ? ,

урӑхла каласан, ҫаврашка лаптӑкӗ ҫавракӑш тӑршшӗпе радиус 
произведенийӗн ҫуррипе пёртан пулать.

Ҫавракӑш тӑршшё С — 2^/?, ҫавӑнпа

* 27г/? •

урӑхла каласан, ҫаврашка лаптӑкӗрадиус квадратне ҫавракйшпа 
диаметр хушшинчи отношени ҫине хутласан пулать.

265. С л е д с т в и .  Ҫаврашкасен лаптйкёсен отношенийё вёсен 
радиусӗсен е диаметрӗсен квадрачёсен отношенийӗсемпе пёр
тан пулать.

Чӑнах та, К  тата Ку икё ҫаврашкан лаптӑкӗсем, /? тата /?х 
вёсен радиусёсем пулсан,

тата

ҫакӑнтан шутласан,
К  */?2 &  4/?2 (2 /?)*

К, /?2Х 4/?2х — (2/?х)2 пулаҫҫӗ-

266. З а д а ч а  1. Ҫавракйш тйршшё 2 метр ҫаврашкан 
лаптйкне шутласа кйлармалла.

Ҫакна шутласа кӑларма чи малтан Н тупатпӑр:
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ҫакӑнтан шутласан,

/? =  — =  0,3183... пулать.
7С

Унтан ҫаврашка лаптӑкне шутласа кӑларатпӑр:

К =  ъКг =  ~ ( “ )  =  0,3183... м~ пулать.

267. З а д а ч а  2. Панй ҫаврашкапа пёртан пысйкйшлё квад
рат т умалла.

Ку задачӑна ҫ а в р а ш к а  к в а д р а т у р и  теҫҫӗ, ӑна линей- 
кӑпа циркуль пулӑшнипе шутласа кӑларасси пулмасть. Чӑнах та, 
тупмалли квадратӑн енне х  саспаллипе, ҫаврашка радиусне Н сас
паллипе паллӑ тусан, ҫакӑн пек уравнени пулса тӑрать:

х 2 =  ~ П'2,
ҫакйнтан шутласан,

те : х  =  х : К пулать,

урӑхла каласан, х  ҫурҫавракӑшпа радиус хушшинче вӑтам про- 
порциллё пысйкйш пулать. Ҫавӑнпа, ҫур ҫавракӑш тйршшё та
тйк паллй пулсан, панӑ ҫаврашкапа пёртан пысйкйшлё квадрат 
тума ҫӑмйл; тӳртён: ҫаврашкапа пӗртан пысйкйшлё квадрат енӗ 
паллй пулсан, ҫурҫавракӑш тӑршшӗ татӑк тума пулать. Анчах 
циркульпе линейка пулӑшнипе ҫурҫавракӑш тйршшё татӑк тума 
май ҫук; ҫавӑнпа ҫаврашкапа пёртан пысйкйшлё квадрат тумалли 
задачӑна тёрёс шутласа кйларма май ҫук. Малтан ҫурҫаврашка 
тйршшёне ҫывйхартса тусан, унтан тата ҫак ҫурҫаврашка тйрш- 
шё татйкпа радиус хушшинчи вйтам пропорциллё татйка тусан, 
ҫак задачӑн ҫывӑхартнӑ ответне тупма пулать.

268. Т е о р е м а .  Сектор л а п т ӑ к ӗ  у н ӑ н  пёкки  т ӑрш ш ӗпе  
ҫур радиусён произведенийёпе пёртан.

АОВ  секторйн АВ  пёккинче (261) п° пултйр. Пйхсах паллй, 
1°-лй пёкё секторӗн лаптйкё ҫаврашкан 7 збопайё пулать, урйхла ка

те /?2
ласан, в й л п у л а т ь .  Ҫавйнпа «°-лй пёкён 5  секторён лаптйкё 
ҫакй пулать:

„  _  т. П2п _  т-Пп  /?

360 ~  180 • 2 *

~Пп~  ҫак АВ  пёкё (239 §) тйршшёне кйтартать, 5  ҫавйнпа йна 51 о1)
саспаллипе паллй тусан, ҫакйн пек пёртанлйх пулать.

2те# =  2,

269. Сегмент лаптӑкӗ. 5  пёкёпе тата АВ  хордйпа йёри-тавра 
пӳлнӗ (261 §) сегмент лаптйкне тупас тесен, АОВзА сектор тата
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АОВ треугольник лаптйкӗсене кашнине хӑйне уйрӑм шутласа' 
кйлармалла, унтан сектор лаптйкёнчен треугольник лаптӑкне 
кйлармалла.

5 пӗккбн градусе пысйк мар пулсан, сегмент лаптӑкне ҫак 
ҫ ы в й х а р т н ӑ  формула тйрйх шутласа кйларма пулать (ку 
формулйпа доказательствйсйрах усй куратпйр):

2
сегмент лаптйкё =  -^~Ыг, (!•)

кунта Ь сегмент т ё п ё  пулать (262 черт.); А—унйн ҫӳллӗшӗ (йна 
сегмент с т р е л к и  теҫҫӗ). к:Ь  отношени пӗчёкленнӗҫемӗн ҫак

ҫывйхартнӑ формулйпа шутласа кӑларнй 
результат йӑнйшё те пёчёкленет; сймах
ран, к ҫӳллӗш Ь тёпён :/э пайёнчен пёчёк-

(
*-ссч|со
1 /

1с
1

—-----------------ь ------------------ —1

262 черт.

рех пулсан (вйл пёкё 50°-ран пёчёкрех чухне пулать), ҫак 
ййнйш лаптйкйн 1%-чен пёчёкрех пулать.

Тёрёсрех результатсем ҫак сложнййрах формула парать:
2 /г34 сегмент лаптйкё — ~^~Ьк-\-~- пулать.

У П РАЖ Н ЕИ И СЕМ .

Ҫ а к  т е о р е м ӑ с е м  т ё р ё с с и н е  к й т а р т м а л л а :

1. Параллелограмйн диагоналё ҫинчи кирек те хйш точкипе диагональ ҫу- 
мёнче выртакан икё енё хушшисем ҫак енёсемпе тӳртӗн пропорциллё.

2. Трапеци лаптйкё хййён пёр параллельлё мар енне тепёр параллельлё мар 
енё варринчен пёрремёш енё ҫине антарна перпендикуляр ҫине ӳстернё хыҫҫйн 
пулнӑ произведенипе пёртан.

3. Икё четырехугольникӗн диагоналёсем тата вёсен хушшинчи кётесёсем  
пёр-пёринпе килӗшӳллӗн пёртан пулсан, ун пек четырехугольниксем пёртан пы- 
сӑкӑшлӗ.

4. Трапеции диагоналёсем пёр-пёрне касса иртнипе пулнй икё треугольник 
трапеции тёпё ҫумӗнче выртаҫҫё пулсан тата ҫав треугольниксен лаптйкёсем 
килёшӳллӗн р 2 тата ср пысйкйшсемпе пёртан пулсан, пётём трапеции лаптйкё 
(р-\~Ч)2 пулать.

5. Ҫавракӑш ӑшне ҫыриӑ тёрёс шестиугольникён лаптйкё ҫавракйш тавра 
ҫырнй тёрёс шестиугольникён 3/4 лаптйкёпе пёртан.

6. А В С О  четырехугольникён В О  диагоналё варри урлй тепёр диагоналёпе 
А С  параллельлё тӳрӗ лини туртнй; ҫак тӳрӗ лини А О  ене £  точкйра иртет. Ҫакна 
кйтартмалла: СЕ татйк четырехугольнике ҫурмаран уйрать.

7. Треугольник медианисене тепёр треугольник енёсем вырйнне шутласан, 
иккёмёш треугольникён лаптйкё пирвайхи треугольникён 3/4 лаптйкёпе пёртан.

8. О  центрлй ҫаврашкара АВ  хорда туртнй. ОА радиус ҫине, йна диаметр 
вырйнне шутласа, ҫавракӑш ҫырнӑ. Ҫакна кйтартмалла: АВ  хорда икё ҫаврашка- 
ран та касса илнё икё сегмент лаптйкёсен отношенийё 4 :1 отношенипе пёртан.
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Ш у т л а с а  к й л а р м а л л и  з а д а ч ӑ с е м .
9. Тӳркӗтеслё трапеци лаптӑкне шутласа кӑлармалла: унӑн пӗр кӗтесӗ 60°-лй, 

кунсӑр пуҫне тата е икё тёпӗ паллӑ, е пёр тёпё те ҫӳллёшё паллӑ, е пӗр 
тёпё те ҫав тӗнё енне тайлйк таракан аяккинчи енӗ паллӑ.

10. Трапеции тӗпӗсене (В  тата Ь) тата ҫӳллӗшне (Н ) панй, унӑн параллельлё 
мар енёсене малалла тӑснӑ та, вёсем пёр-пёрне касса иртнё чух, треугольник 
пулса тӑнӑ, ҫав треугольникён ҫӳллӗшне шутласа кйлармалла. ^

11. Пёр треугольник ӑшне тепёр треугольник ҫырнй, иккёмёш треугольник 
тйррисем пёрремёш треугольник енёсене ҫурмаран уйӑраҫҫё; иккёмёш треуголь
ник ӑшне ҫапла майпах виҫҫӗмӗш треугольник ҫырнӑ.^виҫҫӗмёшӗн ӑшне тӑват- 
тӑмёш треугольник ҫырнӑ, ҫапла вӗҫӗмсӗр ҫырса кайнӑ. Ҫак треугольниксен 
лаптӑкӗсен суммин пределне тупмалла.

12. Треугольник ӑшне ҫырнӑ ҫаврашкан радиусне г  треугольникён виҫӗ панӑ 
енё а, Ь тата с тӑрӑх шутласа кйлармалла.

К й т а р т с а  п а н и .  Треугольник лаптйкё 5  пулсан, ҫакна пахса пёлме 
ҫӑмӑл:

5  =  \ - а г -\— - ~ с г  =  р г  пулать,

кунта р  саспалли треугольникён ҫурпериметрне пёлтерет. Тепёр енчен, 5  лаптй- 
кйша 256 §-ри формула кйтартса тйрать. Ҫакйнтан г  валли формула тупма пулать.

13. Сегментйн центрти кётесё 60°-лй пулсан, ҫаврашка радиусӗпе г  ҫыхйн- 
тарса, сегмент сйннине (ҫӳллӗшне) тата лаптӑкне шутласа кйлармалла. Шутласса 
виҫӗ мелпе шутламалла: 1) сектор лаптйкёнчен треугольник лаптӑкне кйларса 
шутламалла; 2) ҫак кёнекери 269 §-ра кйтартнй пёрремёш кёске формула тйрйх 
шутламалла тата 3) ҫавйнтах кйтартнй иккёмёш кёске формула^ тйрйх шутламал
ла. Ҫывйхартнӑ результатсен абсолютнйй тата относительнйй ййнйшёеене тупас 

'тесе, шутласа кйларнй результатсене пёр-пёринпе танлаштармалла.

Ш у т л а н и :
Ь =  г;

к =  г  — г  У^ 3  =  ~ г ( 2  — V  3) =0 ,1340/-;

1) ру лаптйкё =  ---  ^  - =  г2 =  0,0906/"-; .

2) р 2 лаптйкё =  Ьк — . г  . 0,1310/" =  0,0893 г-,о о »
о  /тЗ

3) р 3 лаптйкё =  Ьк -(- ~  =  0.0893/-3 +  0.0012/"2 =  0,0905г3.

Абсолютнйй ййнйш:

р 2 лаптйкё валли =  0,0906г- — 0,0893/"-’ =  0,0013/"'-’;
Рз лаптйкё валли =  0,0906/"2 — 0.0905/"2 =  0,0001г2.

Относительнйй йӑнйш (урйхла каласан, абсолютнйй ййнӑша виҫмелли пысӑ- 
кйшпа танлаштарни):

р-, лаптйкё валли =  ^  — 0 0 9 ^5^2 =  0,014 =  1,4%;

р 3 лаптйкё валли =  — — =  =  0,001 =  0,1 %.
0 Р\ 0,0906г-

Ҫапла ёнтё ҫывӑхартнй пёрремёш формула тӑрӑх шутласа кйларнй резуль
тат чӑн-чӑн результатран 1,4% (яхйн) пёчёкрех, ҫывӑхартнй иккёмёш формула 
тйрйх шутласа кйларнй результат чӑн чӑн результатран 0,1 % чухлё пёчёкрех.

14. 1) Сегмент тёпне Ь тата унӑн ҫӳллӗшне к (стрелкйна) пӗлнипе ҫаврашкан 
г  радиусне шутласа кйлармалла.

К ӑ т а р т у .  г  гипотенузйллй, пёр катечё тепёр катечё г  (эр) — к илсе 

тунй туркётеслё треугольникрен ҫак уравнение тупатпйр:
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( ± у + ( г - н у  = ,,

ҫак уравненирен гипотенузйна шутласа кӑларма ҫӑмӑл.
2) Сегментйн тёпӗ 67,2 см  чух унӑн стрелки 12,8 см. Ҫаксене пӗлнипе ҫав- 

рашка диаметрне шутласа кйлармалла (маларах кйтартса Панине пйхӑр).

Ч е р т е ж  т у м а л л и  з а д а ч й с е м .

15. Тӑрри урлй иртекен тӳрӗ линисемпе треугольнике виҫӗ пая уййрмалла. 
Ҫак пайсен лаптйкёсен отношенийё т : п : р  отношенипе пёртан пулмалла.

16. Треугольникён пёр-пёр енё ҫинче панй точка урлй тӳрӗ лини туртса, 
треугольнике икё пёртан пысйкйшлё пая уййрмалла.

17. Треугольник варринче точка тупмалла; вӑл точкйна треугольник тӑрри- 
семпе пёрлештерсен, треугольник виҫӗ пёртан пысйкйшлё пая уйрӑлмалла.

К й т а р т у .  Треугольникён А С  енне 73 тата Е  точкйсенче виҫё пёртан пая 
уййратпйр. Ь точка урлй треугольникён А В  енёпе, Е  точка урлй В С  енёпе парал
лельлё тӳрё линисем туртатпйр. Ҫак тӳрё линисем пёр-пёрне касса иртнё точка 
эпир шыракан точка пулать.

18. Ку та ҫавӑн пекех — виҫӗ пая уййрмалла, пайёсен отношенийё 2 : 3 : 4  
(е пётёмлетсе каласан, т : п :р )  пулмалла.

19. Параллелограма унйн тйрринчен тухакан тӳрё линисемпе виҫӗ пёр пы
сйкйш пая уййрмалла.

20. Параллелограма пана точка урлй иртекен тӳрӗ линипе икё пая уййрмал
ла, вёсен лаптйкёсен отношенийё т : я отношенипе пёртан пулмалла.

К й т а р т у .  Параллелограмйн вйтам линине т : я отношениллё туса уййрмал
ла, уййракан точкине панй точкйпа тӳрӗ л и н и  туртса пёрлештермелле.

21. Параллелограма, унйн диагоналёпе параллельлё турё линисем туртса, 
виҫӗ пёртан пысйкйш пая уййрмалла.

22. Треугольникён лаптӑкне вйтам тата хёрринчи отношениллё туса пай- 
ламаллз.

К й т а р т у .  Ҫак задачйна алгебрйпа усй курса шутласа кйлармалла.
23. Треугольнике, унйн тёпёпе перпендикулярлӑ тӳрӗ линисем туртса, пёр

тан пысйкйшлё виҫӗ пая уййрмалла.
24. Концентрически ҫавракӑшсем ҫырса, панй ҫаврашкана 2 е 3... пёртан пы- 

сйккйш пая уййрмалла.
25. Трапецие, унйн тёпёсемпе параллельлё тӳрӗ л и н и  туртса, пёртан пыса- 

кӑш икё пая уййрмалла.
К й т а р т у .  Трапеция параллельлё мар енёсене малалла тйссан, вал енсем  

пёр-пёрне касса иртеҫҫӗ; тупмалли лини вӗҫӗпе треугольник тӑрри хушши пал
лй мар пысйкйш пулмалла; пёрьевёрлё треугольниксен лаптйкёсемпе усй курса, 
пропорцисем ҫырса хумалла.

26. Панй прямоугольникрен тата панй тёпёнчен пёртан пысйкйш тепёр  
прямоугольник тумалла.

27. Панй квадратйн 2/з пайёпе пёртан пысйкйш квадрат тумалла.
28. Квадратран пёртан пысйкйш прямоугольник тумалла; прямоугольни

кён икё юнашар енёсен суммине е разноҫне ӑ  панй.
29. Панй икё концентрически ҫавракйшсем хушшинче тйракан ункӑпа пёр

тан пысйкйш ҫаврашка тумалла.
30. Треугольник тумалла, вйл панй икё треугольникрен пёринпе пёрьевёрлё, 

тепринпе пёртан пысйкйш пулмалла.
31. Панй треугольникрен тан енлё пёртан пысйкйш треугольник тумалла 

(алгебрйпа усй курмалла).
32. Панӑ ҫаврашка йшне панй лаптйклй /я2 прямоугольник ҫырмалла (алгеб

рйпа усй курмалла).
33. Панй треугольник йшне панй лаптйклй /я- прямоугольник ҫырмалла 

(алгебрйпа уса курмалла, тёпчемелле).



0°-РАН ПУҪЛАСА КАШНИ ГРАДУС УРЛӐ 90°-А ҪИТЕКЕН КЁТЕССЕН 
ТРИГОНОМЕТРИЛЛЕ ФУНКЦИЙӖСЕН ТАБЛИЦИ.

Гра-
дуссем Синуссем Косинуссем Тангенссем Котангенссем Градус-

сем

0 0,00000 1,00000 0,00000 ОО 90
1 0,01745 0,99985 0,01746 57,28996 89
2 0,03490 0,99939 0,03492 28,63625 8 8
3 0,05234 0,99863 0,05241 19,08114 87
4 0,06976 0,99756 0,06993 14,30067 86
5 0,08716 0,99619 0,08749 11,43005 85
6 0,10453 0,99452 0,10510 9,51436 84
7 0,12167 0,99255 0,12278 8,14435 83
8 0,13917 0,99027 0,14054 7,11537 82
9 0,15643 0,98769 0,15838 6,31375 81

10 0,17365 0,98481 0,17633 5,67128 80
11 0,19081 0,98163 0,19438 5,14455 79
12 0,20791 0,97815 0,21256 4,70463 78
13 0,22495 0,97437 0,23087 4,33148 77
14 0,24192 0,97030 0,24933 4,01078 76
15 0,25882 0,95593 0,26795 3,73205 75
16 0,27564 0,95126 0,28675 3,48741 74
17 0,29237 0,95630 0,30573 3,27085 73
18 0,30902 0,95106 0,32492 3,07768 72
19 0,32557 0,94552 0,34433 2,90421 71
20 0,34202 0,93969 0,36397 2,74748 70
21 0,35837 0,93358 0,38386 2,60509 69
22 0,37461 0,92718 0,40303 2,47509 68
23 0,39073 0,92050 0,42447 2,35585 67
24 0,40674 0,91355 0,44523 2,24604 66
25 0,42262 0,90631 0,46631 2,14451 65
26 0,43337 0,89879 0,48773 2,05030 64
27 0,45399 0,89101 0,50953 1,96261 63
28 0,46947 0,88295 0,53171 1,88073 62
29 0,48481 0,87462 0,55431 1,80405 61
30 0,50000 0,86603 0,57735 1,73205 60
31 0,51504 0,85717 0,60086 1,69428 59
32 0,52992 0,84805 0,62487 1,60033 58
33 0,54464 0,83867 0,64941 1,53987 57
31 0,55919. 0,82904 0,6-451 1,48256 56
35 0,57358 0,81915 0,70021 1,42815 55
36 0,53779 0,80902 0,72654 1,37638 54
37 0,60182 0,79864 0,75355 1,32704 53
38 0,61566 0,78801 0,78129 1,27994 52
39 0,62932 0,77715 0,809/8 1,23490 51
40 0,64279 0,76604 0,83910 1,19175 50
41 0,65606 0,75471 0,86929 1,15037 49
42 0,66913 0,74314 0,90040 1,11051 48
43 0,68200 0,73135 0,93252 1,07237 47
44 0,69466 0,71114 0,96589 1,03553 46
45 0,70711 0,70711 1,00000 1,00000 45

Косинуссем Синуссем Котангенссем Тангенссем

Задачӑсем шутланӑ чух час-часах тел пулакан хӑшпӗр числосем.

к =  3,1416 ( З - ^ - я х ӑ н )  =  0,0!745 V  2 = 1 , 4 1 4 2  / 5  =  2,2361

—  = 0 ,3 1 8 3  —  (радиан) =  57°17'44"’ / 3 =  1,73205 / 6  =  2,4495.
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